WSTEP DO RACHUNKU PRAWDOPODOBIENSTWA
WYKEAD 12: LANCUCHY MARKOWA. TWIERDZENIE ERGODYCZNE. BLADZENIE NA GRAFACH.

Twierdzenie. Jezeli p;; = pj; dla wszystkich standw i, j tancucha Markowa, to laricuch ten posiada
jednostajny rozktad stacjonarny.

Definicja. Larncuch Markowa jest nieprzywiedlny, gdy dla dowolnych jego stanow i, j istnieje takie
t>1, Ze pj; > 0.

Definicja. Okresem stanu j nazywamy liczbe d(j) = NWD{t > 1: p}; > 0}.

Uwaga: okresu nie definiujemy dla stanu j, gdy pzj =0 dla wszystkich t > 1.

Gdy d(j) > 1, wtedy mowimy, Ze stan j jest okresowy, w przeciwnym wypadku mdéwimy, ze stan jest
nieokresowy. Stany nieposiadajgce okresu tez sq nieokresowe.

Fakt. W nieprzywiedlnym tancuchu Markowa wszystkie stany maja ten sam okres.
Definicja. fancuch Markowa jest nieokresowy, gdy wszystkie jego stany sqg nieokresowe. Lancuch jest
ergodyczny, gdy jest nieprzywiediny i nieokresowy.

Twierdzenie (ergodyczne). Kazdy ergodyczny lancuch Markowa ma dokladnie jeden rozkiad sta-
cjonarny © = (m;). Ponadto dla standw i,j zachodzi lim;_, pﬁj = m;. Innymi stowy, niezaleznie od
poczgtkowego rozktadu p° zachodzi lim,_ pt = 7.

Btadzeniem klasycznym (spacerem losowym) na grafie G bez wierzcholkéw izolowanych nazywamy
proces, w ktorym czagstka znajdujaca sie w jakims wierzchotku grafu w kazdym kroku przemieszcza sie
do jednego z sasiadéw tego wierzchotka, wybranego z jednakowym prawdopodobienstwem. Procesowi
temu odpowiada tanicuch Markowa o zbiorze stanéw V(G). Gdy mowa o bladzeniu na grafie, zawsze
zaktadamy, ze graf ten nie ma wierzchotkow izolowanych.

Fakt. Btadzenie na grafie G jest tancuchem nieprzywiedlnym wtedy i tylko wtedy, gdy G jest spdjny.
Bladzenie na grafie G jest tancuchem nieokresowym wtedy i tylko wtedy, gdy G nie jest dwudzielny.

Przez v(G) oznaczamy liczbe wierzchotkéw, a przez e(G) — liczbe krawedzi grafu G.
Twierdzenie. Wektor (deg(w)/(2e(Q)))wev(q) jest rozktadem stacjonarnym dla blgdzenia na grafie G.

Definicja. Czasem pokrycia dla blgdzenia na grafie G nazywamy zmienng losowq bedgcg liczbg kro-
kow, po ktorych kazdy wierzcholek grafu G zostal odwiedzony.

Twierdzenie. Sredni czas pokrycia dla blgdzenia po dowolnym spéjnym grafie G, dla dowolnego stanu
poczgtkowego, jest mniejszy niz 2e(G)v(G).

1. ZADANIA NA CWICZENIA

Zadanie 1. Przedstaw za pomocg tancucha Markowa nastepujace procesy:

(a) Czastka bladzi klasycznie na Sciezce o 4 wierzchotkach.

(b) Czastka bladzi (nieklasycznie) na Sciezce o 4 wierzchotkach w nastepujacy sposéb: jesli przybyta
do wierzchotka wewnetrznego $ciezki z lewej strony, to w nastepnym kroku szansa péjscia w lewo
jest dwa razy mniejsza od szansy péjscia w prawo. Analogiczna reguta dotyczy przybycia z prawej
strony.

Zadanie 2. Komputer generuje tekst ztozony z liter A, B, C wg takich regul: Zaczyna od losowo
wybranej litery. Jezeli ostatnio napisana litera jest samogtoska, nastepna bedzie spotgtoska wybrang
z jednakowym prawdopodobienstwem. Jezeli ostatnio napisana litera jest spotgloska, nastepna bedzie
inna, przy czym samogtoska jest wybierana z prawdopodobienstwem dwa razy wickszym niz spétgtoska.

(a) Przedstaw ten proces w postaci tancucha Markowa.
(b) Wyznacz jego rozklad stacjonarny.
(c) Zbadaj, czy tancuch ten jest nieprzywiedlny i nieokresowy.
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Zadanie 3. (rezerwowe) Komputer generuje tekst ztozony z liter A; B, C wg takich regut: Zaczyna od
losowo wybranej trojki roznych liter, wybranej sposrod tych, ktére nie zawieraja CA ani BAC. Kazda
nastepna litera jest wybrana z jednakowym prawdopodobienstwem sposrod spetiajacych dwa warunki:
e litera jest inna od poprzedniej,
e w tekscie nie moga pojawi¢ sie wyrazy: BABA, BAC, CA.
(a) Przedstaw ten proces w postaci tancucha Markowa.
(b) Zbadaj, czy tancuch jest nieprzywiedlny.
(c) Zbadaj, czy tancuch jest nieokresowy.
Zadanie 4. (rezerwowe) Ala i Franek rzucaja na zmiane standardowa moneta (zaczyna Ala). Franek
wygrywa, gdy po raz pierwszy w ciggu rzutéw pojawi sie ROR, a Ala — gdy pojawi sie OOR. Oblicz
prawdopodobienstwo wygranej Ali.

2. ZADANIA DOMOWE

Zadanie 1. Macierz przejscia pewnego tancucha Markowa dana jest nastepujacym wzorem:

o 1 o0 1 01 0 0 iaoa a0
1 1 1 9 1 1 00%%%
5 0 5 0 3 3 3
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(a) Sprawdz, czy tancuch jest nieprzywiedlny.
(b) Sprawdz, czy istnieja w nim stany okresowe.
(¢) Wyznacz liczbe rozktadéw stacjonarnych.

Zadanie 2. Rozpatrzmy klasyczne btadzenie po cyklu o 5 wierzchotkach wy, ws, w3, wy, ws, zaczynajace
sie w wierzchotku wy.
(a) Czy odpowiadajacy temu btadzeniu tancuch Markowa jest nieprzywiedlny? Czy jest okresowy?
(b) Wyznacz rozktad stacjonarny tego tanicucha.
(c) Wyznacz limy_.c Pl .-

Zadanie 3. Uzasadnij, ze btadzenie klasyczne na pierwszym grafie jest nieokresowym tancuchem Mar-
kowa, a btadzenie na drugim grafie jest tancuchem okresowym.

(a) (b)
Zadanie 4. Rozwazmy bladzenie na pierwszym grafie z poprzedniego zadania. Zatézmy, ze startujemy
z lewego gbérnego rogu.

(a) Wyznacz rozklad staqonarny dla tego btadzenia.
.. . QQEQ
Zadanie 5. Rozwazamy bladzenie na grafie G o wierzchotkach wy, ..., wyg, ktory jest spéjny i nie
jest dwudzielny. Niech 7 = (m,...,mo) bedzie rozkladem stacjonarnym dla tego btadzenia. Ocen

poprawno$¢ ponizszych zdan. Odpowiedz nalezy poprze¢ albo uzasadnieniem ogdlnym, albo przyktadem,

albo kontrprzyktadem.
deg(w1)

(a) Plyw, — seG) pray t — oo
(b) Jezeli wierzchotek 2 jest stopnia 5, a pyo(t) — 8 przy t — 00, to G ma dokladnie 20 krawedzi.
(c) Jezeh T=(%,..., 10) to G Jest grafem regularnym
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