
Teoretyczne podstawy informatyki
Wyk lady IX i X.  Lańcuchy Markowa.

Twierdzenie ergodyczne.  Lańcuchy odwracalne.

Wprowadzone poje
↪
cia:  lańcuch nieprzywiedlny,  lańcuch okresowy,  lańcuch er-

godyczny,  lańcuchy odwracalne.

Podstawowe twierdzenia

Twierdzenie 1. Każdy  lańcuch Markowa o skończonej liczbie stanów ma przynaj-
mniej jeden stan stacjonarny, tzn. istnieje przynajmniej jeden wektor π = [πi] o
wspó lrze

↪
dnych nieujemnych taki, że

π = πΠ i
∑
s∈S

πs = 1 .

Co wie
↪
cej, jeśli  lańcuch jest nieprzywiedlny, każdy stan stacjonarny π = [πi] ma

wszystkie wspó lrze
↪
dne dodatnie.

Twierdzenie 2. W nieprzywiedlnym  lańcuchu Markowa każdy stan ma ten sam
okres. W szczególności, jeśli w nieprzywiedlnym  lańcuchu Markowa wyste

↪
puje choć

jedna pe
↪
tla, to  lańcuch ten jest nieokresowy.

Twierdzenie 3. Każdy nieprzywiedlny i nieokresowy  lańcuch Markowa o skończonej
liczbie stanów ma dok ladnie jeden stan stacjonarny.

Twierdzenie 4 (Twierdzenie ergodyczne). Jeśli  lańcuch Markowa o skończonej licz-
bie stanów jest nieprzywiedlny i nieokresowy, to dla dowolnej pary stanów i, j ∈ S

lim
t→∞

p
(t)
ij = πj,

gdzie p
(t)
ij jest prawdopobieństwem przej́scia ze stanu i do j w t krokach, a π jest

jedynym stanem stacjonarnym  lańcucha.

Uwaga Prosze
↪
zwrócić uwage

↪
, że prawa strona równości w powyższym twierdzeniu

nie zależy od i!
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Twierdzenie 5. Jeśli dla  lańcucha Markowa o skończonej liczbie stanów istnieje
nieujemny, niezerowy wektor π̄ taki, że dla dowolnej pary stanów i, j ∈ S zachodzi

pijπ̄i = pjiπ̄j,

to  lańcuch taki nazywamy odwracalnym, a wektor π zdefiniowany równościa
↪

πi =
π̄i∑
s∈S π̄s

jest stanem stacjonarnym tego  lańcucha.

Wniosek. Jeśli dla dowolnej pary stanów i, j ∈ S zachodzi pij = pji, tzn. macierz
przej́scia  lańcucha jest symetryczna, to lańcuch ten jest odwracalny, a jednym z jego
stanów stacjonarnych jest stan jednorodny π, w którym dla dowolnego i ∈ S mamy
πi = 1/|S|.

Ka
↪
cik informatyka

 Lańcuchy Markowa sa
↪
jednym z podstawowych narze

↪
dzi wspólczesnej informatyki.

Jednym z ich standardowych zastosowań sa
↪
metody Monte-Carlo, gdy musimy wybrać

(lub wygenerować) losowo pewien obiekt z danej rodziny obiektów A. Typowa
↪
metoda

↪

poste
↪
powania w takiej sytuacji jest wybranie jednego obiektu z A i jego losowa mody-

fikacja tak, by otrzymany obiekt wcia
↪
ż należa l do A. Jeśli zrobimy to dostatecznie

umieje
↪
tnie, po stosunkowo niewielu losowych zmianach otrzymamy obiekt, który, w

dobrym przybliżeniu, może być uznany za losowy element rodziny A.


