
TPI – 10

 Lańcuchy Markowa – rozk lady stacjonarne, odwracalnoś́c

Zadania domowe, przygotowujące do kartkówki

ZOT jest nieobowia֒zkowy; zainteresowani oddaja֒ na ćwiczeniach jego pisemne rozwia֒zanie.

A1. Rozważmy  lańcuch Markowa, opisuja֒cy zabawe֒ Or losia i Resztki w wersji (a) z poprzedniego zestawu zadań
domowych. Czy  lańcuch jest nieprzywiedlny? Wyznacz okres każdego stanu tego  lańcucha.

A2. Rozważmy  lańcuch Markowa opisuja֒cy historie֒ żaby nad strumieniem, z poprzedniego zestawu zadań domowych.

(a) Wyznacz wszystkie rozk lady stacjonarne tego  lańcucha.
(b) Sprawdź, czy  lańcuch jest odwracalny.

A3. Wyznacz przynajmniej jeden rozk lad stacjonarny dla  lańcucha Markowa o podanej macierzy przej́scia
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(d)
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A4. Sprawdź, że  lańcuch Markowa o macierzy przej́scia
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 jest:

(a) nieprzywiedlny, (b) nieokresowy, (c) odwracalny.

A5. Na ćwiczeniach opisalísmy dramatyczna֒ sytuacje֒ spragnionego Bolka za pomoca֒  lańcucha Markowa.

(a) Czy  lańcuch ten jest nieprzywiedlny? Czy jest nieokresowy?
(b) Czy istnieje dla niego rozk lad stacjonarny?

A6. Myszka Honoratka we֒druje pomie֒dzy norka֒, spiżarnia֒ i ciep lym miejscem przy kominku rzucaja֒c kostka֒ co
kwadrans. Jeśli siedzi w norce, a wypadnie szóstka, we֒druje do spiżarni, jeśli jest w spiżarni i wypadnie jedynka,
dwójka lub trójka, to udaje sie֒ do kominka, a gdy siedzi przy kominku i wypadnie czwórka lub trójka, wraca do
norki. W pozosta lych przypadkach Honoratka siedzi cichutko na miejscu, które w laśnie zajmuje. Wyznacz macierz
przej́scia dla  lańcucha Markowa opisuja֒cego podróż Honoratki i oceń, czy  lańcuch ten jest odwracalny.

A7. Rozważmy  lańcuch Markowa, opisuja֒cy nieklasyczne b la֒dzenie cza֒steczki po ścieżce o 3 wierzcho lkach, z po-
przedniego zestawu zadań domowych.

(a) Sprawdź, że  lańcuch ten jest nieprzywiedlny i nieokresowy.
(b) Jakie rozk lady stacjonarne posiada?
(c) Jakie jest w przybliżeniu prawdopodobieństwo przej́scia ze stanu −1 do stanu 0 w 2000 krokach? B la֒d

przybliżenia nie jest istotny.
(d) Jakie jest w przybliżeniu prawdopodobieństwo, że po 2000 krokach cza֒steczka znajdzie sie֒ w wierzcho lku −1?

W przeciwieństwie do poprzedniego podpunktu, tu nic nie wiemy o rozk ladzie pocza֒tkowym.

A8. Rozważmy  lańcuch Markowa, opisuja֒cy b la֒dzenie po cyklu C4 z przeka֒tna֒, z pierwszego zadania poprzednich
ćwiczeń.

(a) Wyznacz rozk lad stacjonarny dla tego  lańcucha.
(b) Sprawdź, że  lańcuch jest nieprzywiedlny i nieokresowy.
(c) Wyznacz przybliżone prawdopodobieństwo, że po 12345 krokach znajdziemy sie֒ z wierzcho lku nr 1. B la֒d

przybliżenia nie jest istotny.
(d) Wyznacz przybliżone prawdopodobieństwo, że po 12345 krokach znajdziemy sie֒ z wierzcho lku nr 1, a nastep-

nym kroku – w wierzcho lku nr 2. B la֒d przybliżenia nie jest istotny.

A9. Wykaż, że każdy  lańcuch Markowa o dwóch stanach (czyli o dowolnej macierzy przej́scia 2× 2) jest odwracalny.

ZOT 6. Kot Chojrak jest g lodny. Jest to rozpieszczony kot, który – zamiast polować – b la֒ka sie֒ mie֒dzy domem,
ogrodem, polem, szko la֒ i plebania֒, licza֒c na to, że ktoś go nakarmi. Nie b la֒dzi jednak zupe lnie losowo, bo ma swoje
zwyczaje, opisane poniżej. Gdy kot zje cokolwiek, kończy we֒drówke֒. W szkole dzieci z lapia֒ kota i niestety ani sie֒
nie naje, ani nie be֒dzie móg l dalej we֒drować. Na polu z prawdopodobieństwem 1/9 wpadnie mu w  lapy niezbyt
rozgarnie֒ta mysz (która֒ oczywíscie kot ze smakiem zje), a jeśli nie wpadnie, to z jednakowym prawdopodobieństwem
Chojrak pójdzie do jedenego z pozosta lych 4 miejsc. Na plebanii dostanie wa֒tróbke֒ lub chrupki (z jednakowym
prawdopodobieństwem). Za wa֒tróbka֒ kot przepada, ale nie lubi chrupków, wie֒c po powa֒chaniu miski z chrupkami
wyrusza w dalsza֒ podróż, wybieraja֒c z jednakowym prawdopodobieństwem jedno z pozosta lych 4 miejsc. W domu
kot niestety nigdy nic nie dostaje (ale kot nie traci nadziei). Po bolesnym rozczarowaniu w domu wybiera pole lub
ogród, z jednakowym prawdopodobieństwem. W ogrodzie nigdy nie udaje mu sie֒ nic zdobyć do jedzenia i stamta֒d
zawsze idzie albo na plebanie֒, albo do szko ly (wybieraja֒c cel losowo). Za lóżmy, że na pocza֒tku kot siedzi w domu.
Jakie jest prawdopodobieństwo, że Chojrak coś przeka֒si?
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TPI – 10

 Lańcuchy Markowa – rozk lady stacjonarne, odwracalnoś́c

Zadania na ćwiczenia

Zad.1. Oto macierz przej́scia pewnego  lańcucha Markowa.

• Sprawdź, czy  lańcuch jest nieprzywiedlny.
• Sprawdź, czy istnieja֒ w nim stany okresowe.
• Wyznacz liczbe֒ rozk ladów stacjonarnych.
• Znajdź przybliżone prawdopodobieństwo p34(2000).
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Zad.2. Rozważmy zabawe֒ Or losia i Resztki z zadania domowego z poprzedniej listy. Za lóżmy, że na pocza֒tku obie
ropuchy znajduja֒ sie֒ po stronie pó lnocnej. Wyznacz rozk lad prawdopodobieństwa dla po lożenia ropuch po 12345
rzutach moneta֒.

Zad.3. Rozważmy klasyczne b la֒dzenie po cyklu na 4 wierzcho lkach z przeka֒tna֒, w którym wierzcho lek stopnia 3
ma numer 1. Nie znamy rozk ladu pocza֒tkowego. Jakie jest w przybliżeniu prawdopodobieństwo, że po 2000 krokach
znajdziemy sie֒ (a) w wierzcho lku 1? (b) w jednym z wierzcho lków stopnia 3?

Zad.4. Na  la֒ce przedzielonej niskim murkiem na cze֒ść pó lnocna֒ i po ludniowa֒ bawia֒ sie֒ trzy weso le świerszcze: Jeden,
Dwa i Trzy. Rzucaja֒ one kostka֒ i kiedy wypadna֒ na niej co najwyżej trzy oczka świerszcz o odpowiednim imieniu
przeskakuje przez murek. Jeśli natomiast na kostce wypadna֒ wie֒cej niż trzy oczka, wszystkie świerszcze podskakuja֒
z radości, pozostaja֒c jednakże każdy po swojej stronie  la֒ki. Budujemy dla zabawy świerszczy  lańcuch Markowa, w
którym ważne jest ile świerszczy znajduje sie֒ na każdej stronie  la֒ki, ale nie jest ważne, które to świerszcze. Czy
 lańcuch jest odwracalny?

Zad.5. Tasujemy talie֒ 3 kart w taki sposób: zaczynamy od dowolnego stosu, wybieramy losowo (z jednakowym
prawdopodobieństwem) jedna֒ z 3 kart i k ladziemy ja֒ na wierzch. Sprawdź, czy odpowiadaja֒cy (w naturalny sposób)
temu procesowi  lańcuch Markowa jest odwracalny.

Zad.6. (rezerwowe) Komputer generuje tekst z lożony z liter A, B, C wg takich regu l: Zaczyna od losowo wy-
branej litery. Jeżli ostatnio napisana litera jest samog loska֒, naste֒pna be֒dzie spó lg loska֒ wybrana֒ z jednakowym
prawdopodobieństwem. Jeżeli ostatnio napisana litera jest spó lg loska֒, naste֒pna be֒dzie inna, przy czym samog loska
jest wybierana z prawdopodobieństwem dwa razy wie֒kszym niż spó lg loska. Dobra wróżka powiedzia la, że prawdo-
podobieństwo wypisania sekwencji ABC po 200 krokach (czyli wygenerowanych literach) wynosi w przybliżeniu 1/15
i b la֒d przybliżenia jest zaniedbywalnie ma ly. Jakie jest w przybliżeniu prawdopodobieństwo wypisania sekwencji
CBA po 200 krokach?

Zadania do samodzielnego rozwia֒zania później

B1. Obok podana jest macierz przej́scia pewnego  lańcucha Markowa.

(a) Czy  lańcuch jest nieprzywiedlny?
(b) Czy posiada stany okresowe?
(c) Znajdź wszystkie rozk lady stacjonarne tego  lańcucha.
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B2. Na podstawie podanej macierzy przej́scia  lańcucha Markowa znajdź przybliżone
prawdopodobieństwo, że po 2000 krokach  lańcuch znajdzie sie֒ w stanie 3.
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B3. Pch la skacze po wierzcho lkach ścieżki o 4 wierzcho lkach. W każdym ruchu z prawdopodobieństwem 1/2 zostaje
na miejscu, a z prawdopodobieństwem 1/2 zmienia wierzcho lek, przeskuja֒c do wierzcho lka przyleg lego, wybrane-
go losowo w sposób jednostajny (czyli z jednakowym prawdopodobieństwem). Na pocza֒tku pch la z jednakowym
prawdopodobieństwem znajduje sie֒ w dowolnym wierzcho lku ścieżki. Jakie jest w przybliżeniu prawdopodobieństwo,
że po 100tys. ruchów pch la znajdzie sie֒ w pierwszym wierzcho lku?

B4. Koń szachowy spaceruje po zwyczajnej szachownicy 8 × 8. W każdym ruchu z pól, na które może skoczyć,
wybiera losowo (z równym prawdopodobieństwem) jedno i na nie skacze. Jaki jest naturalny zbiór stanów dla  lańcucha
Markowa opisuja֒cego spacer konia? Czy  lańcuch ów jest nieprzywiedlny? Czy ma stany okresowe?

B5. 50 zawodników gra w pi lke֒: co sekunde֒ zawodnik posiadaja֒cy pi lke֒ rzuca ja֒ do losowo wybranego innego
zawodnika.

(a) Co wspólnego ma ta gra z b ladzeniem losowym po grafach?
(b) Oblicz (zdroworozsa֒dkowo) prawdopodobieństwo, że pi lka wróci do zawodnika rozpoczynaja֒cego gre֒ w czasie

krótszym niż 100 s.
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B6. Na  la֒ce przedzielonej niskim murkiem na cze֒ść pó lnocna֒ i po ludniowa֒ bawia֒ sie֒ trzy weso le świerszcze: Jeden,
Dwa i Trzy. Rzucaja֒ one kostka֒ i kiedy wypadna֒ na niej co najwyżej trzy oczka świerszcz o odpowiednim imieniu
przeskakuje przez murek. Jeśli natomiast na kostce wypadna֒ wie֒cej niż trzy oczka, wszystkie świerszcze podskakuja֒
z radości, pozostaja֒c jednakże każdy po swojej stronie  la֒ki. Budujemy dla zabawy świerszczy  lańcuch Markowa, w
którym ważne jest ile świerszczy znajduje sie֒ na każdej stronie  la֒ki, ale nie jest ważne, które to świerszcze.

(a) Oblicz przybliżone prawdopobieństwo, że po 117345 rzutach kostka֒ wszystkie świerszcze znajda֒ sie֒ na pó lnocnej
stronie  la֒ki. Zwróć uwage֒, że nie wiemy, po której stronie murku znajduja֒ sie֒ świerszcze na pocza֒tku zabawy
(pod tym wzgle֒dem rozbrykane świerszcze nie sa֒ tak przewidywalne jak ropuchy z zadania domowego).

(b) Jeżeli w poprzednim podpunkcie ktoś zapomnia l o sprawdzeniu nieprzywiedlności i nieokresowości  lańcucha,
powinien zrobić to teraz.

B7. Na  la֒ce przedzielonej niskim murkiem na cze֒ść pó lnocna֒ i po ludniowa֒ bawi sie֒ n świerszczy, o imionach 1, . . . , n.
Co minute֒ z prawdopodobieństwem 1/4 zostaja֒ w miejscu, a z prawdopodobieństwem 3/4 dokonuje sie֒ zmiana: losowo
wybrany w sposób jednostajny świerszcz przeskakuje na druga֒ strone֒. Budujemy dla zabawy świerszczy  lańcuch
Markowa, w którym ważne jest ile świerszczy znajduje sie֒ na każdej stronie  la֒ki oraz ważne jest, które to świerszcze
(mamy wie֒c 2n stanów).

(a) Czy  lańcuch jest nieprzywiedlny?
(b) Czy  lańcuch jest okresowy?
(c) Czy  lańcuch jest odwracalny?
(d) Oblicz przybliżone prawdopobieństwo, że po 117345 minutach kostka֒ wszystkie świerszcze znajda֒ sie֒ na

pó lnocnej stronie  la֒ki. Zwróć uwage֒, że nie wiemy, po której stronie murku znajduja֒ sie֒ świerszcze na pocza֒tku
zabawy.

B8. Tasujemy talie֒ n (n > 2) kart w taki sposób: zaczynamy od dowolnego stosu, wybieramy losowo (z jednakowym
prawdopodobieństwem) jedna֒ z n kart i k ladziemy ja֒ na wierzch.

(a) Sprawdź, czy odpowiadaja֒cy (w naturalny sposób) temu procesowi  lańcuch Markowa jest odwracalny, dla
trzech przypadków: n = 2, n = 4, n = 52.

(b) Uzasadnij, że  lańcuch jest nieokresowy i nieprzywiedlny.

B9. Tasujemy talie֒ 3 kart A, B i C, w naste֒puja֒cy sposób: w każdym kroku wybieramy z jednakowym prawdopodobieństwem
1/2 karte֒ środkowa֒ lub spodnia֒ i przek ladamy ja֒ na wierzch talii. Skonstruuj  lańcuch Markowa odpowiadaja֒cy temu
procesowi, wyznacz jego macierz przej́scia i sprawdź, czy jest on:

(a) nieprzywiedlny,
(b) nieokresowy,
(c) odwracalny
(d) i czy posiada jednostajny rozk lad stacjonarny.

B10. Oceń poprawnoś́c poniższych zdań. Odpowiedź należy poprzeć, jak zwykle, albo uzasadnieniem ogólnym, albo
przyk ladem, albo kontrprzyk ladem.

(a)  Lańcuch jest nieprzywiedlny wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdych jego stanów i, j zachodzi pij(1) > 0.
(b) Istnieje nieprzywiedlny i nieokresowy  lańcuch Markowa, w którym dla każdego stanu j zachodzi p1j(n)→ 0

przy n→∞.
(c) Jeśli  lańcuch Markowa posiada rozk lad stacjonarny [π1, . . . , πt], to dla każdego stanu j zachodzi p1j(n)→ πj

przy n→∞.
(d) Każdy  lańcuch Markowa ma dok ladnie jeden rozk lad stacjonarny.
(e) Jeżeli macierz przej́scia  lańcucha jest symetryczna, to  lańcuch jest odwracalny.
(f) Jeżli  lańcuch o zbiorze stanów S = {1, 2} jest nieokresowy i nieprzywiedlny, a jego rozk ladem stacjonarnym

jest [ 1
3
, 2
3
], to p12(n)→

2

3
przy n→∞.

(g) Jeżli  lańcuch o zbiorze stanów S = {1, 2} jest nieokresowy i nieprzywiedlny, a jego rozk ladem stacjonarnym
jest [ 1

3
, 2
3
], to p21(n)→

2

3
przy n→∞.


