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Lancuchy Markowa — rozklady stacjonarne, odwracalnosé

Zadania domowe, przygotowujgce do kartkéwki
ZOT jest nieobowiazkowy; zainteresowani oddaja na cwiczeniach jego pisemne rozwiqzanie.
A1l. Rozwazmy laiicuch Markowa, opisujacy zabawe Orlosia i Resztki w wersji (a) z poprzedniego zestawu zadan
domowych. Czy tancuch jest nieprzywiedlny? Wyznacz okres kazdego stanu tego tancucha.
A2. Rozwazmy tancuch Markowa opisujacy historie zaby nad strumieniem, z poprzedniego zestawu zadan domowych.
(a) Wyznacz wszystkie rozklady stacjonarne tego laricucha.

(b) Sprawdz, czy aficuch jest odwracalny.

A3. Wyznacz przynajmniej jeden rozklad stacjonarny dla tancucha Markowa o podanej macierzy przejscia
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Ad4. Sprawdz, ze laficuch Markowa o macierzy przejscia | 2 0 1 | jest:
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(a) nieprzywiedlny, (b) nieokresowy, (¢) odwracalny.

A5. Na ¢wiczeniach opisaliémy dramatyczna sytuacje spragnionego Bolka za pomoca tancucha Markowa.

(a) Czy lanicuch ten jest nieprzywiedlny? Czy jest nieokresowy?
(b) Czy istnieje dla niego rozklad stacjonarny?

A6. Myszka Honoratka wedruje pomiedzy norka, spizarnia i cieplym miejscem przy kominku rzucajac kostka co
kwadrans. Jesli siedzi w norce, a wypadnie szostka, wedruje do spizarni, jesli jest w spizarni i wypadnie jedynka,
dwoéjka lub tréjka, to udaje sie do kominka, a gdy siedzi przy kominku i wypadnie czwérka lub tréjka, wraca do
norki. W pozostalych przypadkach Honoratka siedzi cichutko na miejscu, ktére wlasnie zajmuje. Wyznacz macierz
przejscia dla tancucha Markowa opisujacego podréz Honoratki i ocen, czy tancuch ten jest odwracalny.

A7. Rozwazmy lancuch Markowa, opisujacy nieklasyczne bladzenie czasteczki po Sciezce o 3 wierzchotkach, z po-
przedniego zestawu zadarn domowych.
(a) Sprawdz, ze laricuch ten jest nieprzywiedlny i nieokresowy.
(b) Jakie rozklady stacjonarne posiada?
(c) Jakie jest w przyblizeniu prawdopodobienistwo przejscia ze stanu —1 do stanu 0 w 2000 krokach? Blad
przyblizenia nie jest istotny.
(d) Jakie jest w przyblizeniu prawdopodobieristwo, ze po 2000 krokach czasteczka znajdzie sie w wierzchotku —17
W przeciwienistwie do poprzedniego podpunktu, tu nic nie wiemy o rozktadzie poczatkowym.

AS8. Rozwazmy lancuch Markowa, opisujacy btadzenie po cyklu C4 z przekatna, z pierwszego zadania poprzednich
éwiczen.
(a) Wyznacz rozklad stacjonarny dla tego tanicucha.
(b) Sprawd?, ze tanicuch jest nieprzywiedlny i nieokresowy.
(¢) Wyznacz przyblizone prawdopodobieristwo, ze po 12345 krokach znajdziemy sie z wierzchotku nr 1. Blad
przyblizenia nie jest istotny.
(d) Wyznacz przyblizone prawdopodobienstwo, ze po 12345 krokach znajdziemy sie z wierzchotku nr 1, a nastep-
nym kroku — w wierzchotku nr 2. Blad przyblizenia nie jest istotny.

A9. Wykaz, ze kazdy taiicuch Markowa o dwdch stanach (czyli o dowolnej macierzy przejscia 2 x 2) jest odwracalny.

ZOT 6. Kot Chojrak jest glodny. Jest to rozpieszczony kot, ktéry — zamiast polowaé¢ — blaka sie miedzy domem,
ogrodem, polem, szkola i plebania, liczac na to, ze kto$ go nakarmi. Nie bladzi jednak zupelnie losowo, bo ma swoje
zwyczaje, opisane ponizej. Gdy kot zje cokolwiek, koriczy wedréwke. W szkole dzieci zlapia kota i niestety ani sie
nie naje, ani nie bedzie mégt dalej wedrowaé. Na polu z prawdopodobienistwem 1/9 wpadnie mu w lapy niezbyt
rozgarnieta mysz (ktéra oczywiscie kot ze smakiem zje), a jesli nie wpadnie, to z jednakowym prawdopodobieristwem
Chojrak péjdzie do jedenego z pozostalych 4 miejsc. Na plebanii dostanie watrébke lub chrupki (z jednakowym
prawdopodobieristwem). Za watrébka kot przepada, ale nie lubi chrupkéw, wiec po powachaniu miski z chrupkami
wyrusza w dalsza podroéz, wybierajac z jednakowym prawdopodobienstwem jedno z pozostalych 4 miejsc. W domu
kot niestety nigdy nic nie dostaje (ale kot nie traci nadziei). Po bolesnym rozczarowaniu w domu wybiera pole lub
ogréd, z jednakowym prawdopodobienistwem. W ogrodzie nigdy nie udaje mu sie nic zdoby¢ do jedzenia i stamtad
zawsze idzie albo na plebanie, albo do szkoly (wybierajac cel losowo). Zalézmy, ze na poczatku kot siedzi w domu.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze Chojrak co$ przekasi?
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Zadania na ¢éwiczenia

Zad.1. Oto macierz przejécia pewnego lancucha Markowa.
e Sprawdz, czy tancuch jest nieprzywiedlny.
e Sprawdz, czy istnieja w nim stany okresowe. (a)
o Wyznacz liczbe rozkladéw stacjonarnych.
e Znajdz przyblizone prawdopodobieristwo ps34(2000).
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Zad.2. Rozwazmy zabawe Orlosia i Resztki z zadania domowego z poprzedniej listy. Zalézmy, ze na poczatku obie
ropuchy znajduja sie po stronie pdélnocnej. Wyznacz rozklad prawdopodobienstwa dla polozenia ropuch po 12345
rzutach moneta,.

Zad.3. Rozwazmy klasyczne bladzenie po cyklu na 4 wierzchotkach z przekatna, w ktérym wierzcholek stopnia 3
ma numer 1. Nie znamy rozktadu poczatkowego. Jakie jest w przyblizeniu prawdopodobienistwo, ze po 2000 krokach
znajdziemy sie (a) w wierzchotku 1?7 (b) w jednym z wierzchotkéw stopnia 37

Zad.4. Na lace przedzielonej niskim murkiem na cze$¢ pélnocna, i potudniows bawia sie trzy wesole Swierszcze: Jeden,
Dwa i Trzy. Rzucaja one kostksa i kiedy wypadna na niej co najwyzej trzy oczka swierszcz o odpowiednim imieniu
przeskakuje przez murek. Jesli natomiast na kostce wypadna wiecej niz trzy oczka, wszystkie $wierszcze podskakuja,
z rado$ci, pozostajac jednakze kazdy po swojej stronie taki. Budujemy dla zabawy swierszczy tanicuch Markowa, w
ktérym wazne jest ile Swierszczy znajduje sie na kazdej stronie laki, ale nie jest wazne, ktore to Swierszcze. Czy
tancuch jest odwracalny?

Zad.5. Tasujemy talie 3 kart w taki sposéb: zaczynamy od dowolnego stosu, wybieramy losowo (z jednakowym
prawdopodobieristwem) jedna z 3 kart i kladziemy ja na wierzch. Sprawdz, czy odpowiadajacy (w naturalny sposéb)
temu procesowi aricuch Markowa jest odwracalny.

Zad.6. (rezerwowe) Komputer generuje tekst zlozony z liter A, B, C wg takich regul: Zaczyna od losowo wy-
branej litery. Jezli ostatnio napisana litera jest samogloska, nastepna bedzie spélgloska wybrang z jednakowym
prawdopodobienstwem. Jezeli ostatnio napisana litera jest spéigloska, nastepna bedzie inna, przy czym samogloska
jest wybierana z prawdopodobienstwem dwa razy wiekszym niz spoélgloska. Dobra wrézka powiedziala, ze prawdo-
podobienstwo wypisania sekwencji ABC po 200 krokach (czyli wygenerowanych literach) wynosi w przyblizeniu 1/15
i blad przyblizenia jest zaniedbywalnie maty. Jakie jest w przyblizeniu prawdopodobienistwo wypisania sekwencji
CBA po 200 krokach?

Zadania do samodzielnego rozwiazania pézniej

B1. Obok podana jest macierz przejscia pewnego tanicucha Markowa.
(a) Czy laicuch jest nieprzywiedlny?
(b) Czy posiada stany okresowe?
(¢) Znajdz wszystkie rozklady stacjonarne tego laficucha.
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B2. Na podstawie podanej macierzy przejécia lancucha Markowa znajdz przyblizone
prawdopodobienstwo, ze po 2000 krokach lancuch znajdzie sie w stanie 3.
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B3. Pchla skacze po wierzcholkach $ciezki o 4 wierzchotkach. W kazdym ruchu z prawdopodobieristwem 1/2 zostaje
na miejscu, a z prawdopodobieristwem 1/2 zmienia wierzcholek, przeskujac do wierzcholka przyleglego, wybrane-
go losowo w sposéb jednostajny (czyli z jednakowym prawdopodobienstwem). Na poczatku pchla z jednakowym
prawdopodobienstwem znajduje sie w dowolnym wierzchotku Sciezki. Jakie jest w przyblizeniu prawdopodobienstwo,
ze po 100tys. ruchéw pchla znajdzie sie w pierwszym wierzchotku?

B4. Kon szachowy spaceruje po zwyczajnej szachownicy 8 x 8. W kazdym ruchu z pdl, na ktére moze skoczy¢,
wybiera losowo (z réwnym prawdopodobienistwem) jedno i na nie skacze. Jaki jest naturalny zbiér stanéw dla taricucha
Markowa opisujacego spacer konia? Czy tancuch éw jest nieprzywiedlny? Czy ma stany okresowe?

B5. 50 zawodnikéw gra w pitke: co sekunde zawodnik posiadajacy pitke rzuca ja do losowo wybranego innego
zawodnika.

(a) Co wspélnego ma ta gra z bladzeniem losowym po grafach?
(b) Oblicz (zdroworozsadkowo) prawdopodobietistwo, ze pitka wréci do zawodnika rozpoczynajacego gre w czasie
krétszym niz 100 s.



B6. Na lace przedzielonej niskim murkiem na cze$é pdinocna, i potudniowa bawia sie trzy wesole $wierszcze: Jeden,
Dwa i Trzy. Rzucaja one kostka i kiedy wypadna na niej co najwyzej trzy oczka swierszcz o odpowiednim imieniu
przeskakuje przez murek. Jesli natomiast na kostce wypadna wiecej niz trzy oczka, wszystkie $wierszcze podskakuja,
z rado$ci, pozostajac jednakze kazdy po swojej stronie taki. Budujemy dla zabawy swierszczy tanicuch Markowa, w
ktérym wazne jest ile $wierszczy znajduje sie na kazdej stronie taki, ale nie jest wazne, ktére to $wierszcze.
(a) Oblicz przyblizone prawdopobienistwo, ze po 117345 rzutach kostka wszystkie $wierszcze znajda sie na pétnocnej
stronie taki. Zwréé uwage, ze nie wiemy, po ktoérej stronie murku znajduja sie $wierszcze na poczatku zabawy
(pod tym wzgledem rozbrykane $wierszcze nie sg tak przewidywalne jak ropuchy z zadania domowego).
(b) Jezeli w poprzednim podpunkcie kto$ zapomniat o sprawdzeniu nieprzywiedlnosci i nieokresowosci taiicucha,
powinien zrobié to teraz.

B7. Na lace przedzielonej niskim murkiem na czeé¢ péinocna, i potudniowa bawi sie n $wierszczy, o imionach 1, ..., n.
Co minute z prawdopodobieristwem 1/4 zostaja w miejscu, a z prawdopodobieristwem 3/4 dokonuje sie zmiana: losowo
wybrany w sposéb jednostajny Swierszcz przeskakuje na druga strone. Budujemy dla zabawy swierszczy tancuch
Markowa, w ktorym wazne jest ile $wierszczy znajduje sie na kazdej stronie taki oraz wazne jest, ktore to $wierszcze
(mamy wiec 2" stanéw).
(a) Czy laicuch jest nieprzywiedlny?
(b) Czy taricuch jest okresowy?
(¢) Czy lancuch jest odwracalny?
(d) Oblicz przyblizone prawdopobienistwo, ze po 117345 minutach kostka wszystkie $wierszcze znajda sie na
polnocnej stronie taki. Zwréé uwage, ze nie wiemy, po ktorej stronie murku znajduja sie Swierszcze na poczatku
zabawy.

B8. Tasujemy talie n (n > 2) kart w taki sposéb: zaczynamy od dowolnego stosu, wybieramy losowo (z jednakowym
prawdopodobieristwem) jedna, z n kart i ktadziemy ja na wierzch.

(a) Sprawdz, czy odpowiadajacy (w naturalny sposéb) temu procesowi laricuch Markowa jest odwracalny, dla
trzech przypadkéw: n =2, n =4, n = 52.
(b) Uzasadnij, ze laiicuch jest nieokresowy i nieprzywiedlny.

B9. Tasujemy talie 3 kart A, B i C, w nastepujacy sposob: w kazdym kroku wybieramy z jednakowym prawdopodobieristwem
1/2 karte srodkowa, lub spodnig i przektadamy ja na wierzch talii. Skonstruuj taiicuch Markowa odpowiadajacy temu
procesowi, wyznacz jego macierz przejécia i sprawdz, czy jest on:

(a) nieprzywiedlny,
(b) nieokresowy,
(¢) odwracalny
(d) i czy posiada jednostajny rozklad stacjonarny.

B10. Ocen poprawnos¢ ponizszych zdan. Odpowiedz nalezy poprzeé, jak zwykle, albo uzasadnieniem ogélnym, albo
przykladem, albo kontrprzyktadem.
(a) Lancuch jest nieprzywiedlny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych jego stanéw i, j zachodzi p;;(1) > 0.
(b) Istnieje nieprzywiedlny i nieokresowy aicuch Markowa, w ktérym dla kazdego stanu j zachodzi p1;(n) — 0
przy n — oo.
(c) Jedli tancuch Markowa posiada rozklad stacjonarny [mq,. .., ], to dla kazdego stanu j zachodzi p;;(n) — ;
przy n — oo.
(d) Kazdy taricuch Markowa ma dokladnie jeden rozklad stacjonarny.
e) Jezeli macierz przejécia taricucha jest symetryczna, to laicuch jest odwracalny.
f) Jezli tanicuch o zbiorze stanéw S = {1, 2} jest nieokresowy i nieprzywiedlny, a jego rozkltadem stacjonarnym
jest [%, %], to p12(n) — % przy n — oo.
(g) Jezli laricuch o zbiorze stanéw S = {1,2} jest nieokresowy i nieprzywiedlny, a jego rozkladem stacjonarnym

jest [%, 2], to pa1(n) — 2 przy n — oco.



