
TPI – 9
 Lańcuchy Markowa

Zadania domowe, przygotowujące do kartkówki

Przez p(t)ij we wszystkich zadaniach oznaczamy prawdopodobieństwo przej́scia ze stanu i do stanu j w t
krokach, a przez ρt rozk lad prawdopodobieństwa po t krokach.

A1. Żaba siedzi nad strumieniem i co minute↪ z prawdopodobieństwem p = 1
3 skacze na drugi brzeg, a z

prawdopodobieństwem q = 2
3 nie rusza sie↪ z miejsca. Niech Xn be↪dzie po lożeniem żaby (numerem brzegu

strumienia) po n minutach. (Xn) jest zatem  lańcuchem Markowa na zbiorze stanów S = {1, 2}.
(a) Przedstaw ten  lańcuch za pomoca

↪
grafu skierowanego, którego wierzcho lkami sa

↪
oba stany, a

strza lkom (w tym pe↪tlom) przyporza
↪
dkowane sa

↪
odpowiednie prawdopodobieństwa przej́scia ze

stanu do stanu.
(b) Wyznacz macierz przej́scia dla tego  lańcucha.
(c) Za lóżmy, że na pocza

↪
tku żaba jest na brzegu nr 1. Wyznacz ρ1, ρ2 i ρ3, czyli rozk lady prawdopodo-

bieństwa dla po lożenia żaby po 1, 2, 3 minutach.
(d) Wyznacz trzecia

↪
pote↪ge↪ macierzy przej́scia i odczytaj z niej p(3)12 . Czy wynik pokrywa sie↪ z oblicze-

niami przeprowadzonymi w poprzednim podpunkcie?
(e) Za lóżmy, że rozk lad pocza

↪
tkowy żaby to ρ0 = [12 ,

1
2 ], tzn. z jednakowym prawdopodobieństwem

znajduje sie↪ na brzegu 1 i na brzegu 2. Jakie jest prawdopodobieństwo, że po 3 minutach znajdzie
sie↪ na brzegu 1? Jakie jest prawdopodobieństwo, że po 32564 minutach znajdzie sie↪ na brzegu 1?

A2. Obok podana jest macierz przej́scia  lańcucha Markowa o zbiorze stanów S = {1, 2, 3, 4, 5}.
(a) Znajdź p(2)13 .
(b) Znajdź p(100)23 .
(c) Wyznacz rozk lad prawdopodobieństwa dla tego  lańcucha po pierwszym kroku,

przy za lożeniu, że rozk ladem pocza
↪
tkowym  lańcucha jest ρ0 = [12 ,

1
3 , 0, 0,

1
6 ].

(d) Przedstaw  lańcuch Markowa za pomoca
↪
grafu skierowanego o 5 wierzcho lkach.
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A3. Oto macierz przej́scia pewnego  lańcucha
Markowa o zbiorze stanów S = {1, 2, 3, 4, 5}.
Bez podnoszenia macierzy do pote↪gi znajdź p(5)54 .
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A4. Oto macierz przej́scia pewnego  lańcucha Markowa na zbiorze stanów {1, 2, 3, 4}.

(a) Za lożmy, że rozk ladem pocza
↪
tkowym tego  lańcucha jest [12 ,

1
3 , 0,

1
6 ]. Wyznacz

rozk lad prawdopodobieństwa po pierwszym kroku.
(b) Za lóżmy, że na pocza

↪
tku  lańcuch jest w stanie 2. Jakie jest

prawdopodobieństwo przej́scia do stanu 3 w 100 krokach?
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A5.  La

↪
ka przedzielona jest niskim murkiem na cze↪ść pó lnocna

↪
i po ludniowa

↪
. Po przeciwnych stronach

murku siedza
↪

dwie ropuchy, Or loś i Resztka, rzucaja
↪
c co jakís czas moneta

↪
. Gdy wypadnie orze l, Or loś

przeskakuje przez murek na druga
↪
strone↪, jeśli reszka, przez murek przeskakuje Resztka.

(a) Przedstaw  lańcuch Markowa, odpowiadaja
↪
cy tej zabawie, za pomoca

↪
grafu skierowanego o 4 wierz-

cho lkach. Podaj macierz przej́scia dla tego  lańcucha.
(b) Przypuśćmy, że nie rozróżniamy obu ropuch. Skonstruuj  lańcuch Markowa o trzech stanach, odpo-

wiadaja
↪
cy tej zabawie.

(c) Przypuśćmy, że interesuje nas tylko to, czy obie ropuchy sa
↪

po tej samej, czy po drugiej stronie
murku. Skonstruuj  lańcuch Markowa o dwóch stanach, odpowiadaja

↪
cy tej sytuacji.

A6. Cza
↪
steczka spaceruje po ścieżce o 3 wierzcho lkach, ponumerowanych liczbami −1, 0, 1 (wierzcho lek 0

jest stopnia 2). W każdym kroku z prawdopodobieństwem 1/2 pozostaje w miejscu, a z prawdopodobieństwem
1/2 przemieszcza sie↪, przy czym przemieszcza sie↪ do sa

↪
siadniego wierzcho lka, a w punkcie 0 szanse wybrania

−1 i 1 sa
↪
takie same.

(a) Przedstaw  lańcuch Markowa odpowiadaja
↪
cy temu spacerowi za pomoca

↪
grafu skierowanego.

(b) Podaj macierz przej́scia dla tego  lańcucha.
(c) Za lóżmy, że w chwili 0 cza

↪
steczka znajduje sie↪ w stanie −1. Wyznacz czwarta

↪
pote↪ge↪ macierzy

przej́scia i na tej podstawie podaj prawdopodobieństwo, że cza
↪
steczka po 4 krokach znajdzie sie↪ w

stanie 1.
(d) Za lożmy, że w chwili 0 cza

↪
steczka z jednakowym prawdopodobieństwem znajduje sie↪ w stanie −1,

0 lub 1. Dla każdego wierzcho lka ścieżki wyznacz prawdopodobieństwo, z jakim cza
↪
steczka znajdzie

sie↪ w tym wierzcho lku po 4 krokach.
1
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Zadania na ćwiczenia

Zad.1. Niech G be↪dzie grafem nieskierowanym o czterech wierzcho lkach i pie↪ciu krawe↪dziach, tzn. G jest
cyklem o d lugości cztery z jedna

↪
przeka

↪
tna

↪
. Wierzcho lek nr 1 ma stopień 3, wierzcho lek nr 2 ma stopień

2. Rozpatrzmy tzw. klasyczne b la
↪
dzenie losowe na grafie G, polegaja

↪
ce na tym, że żeton umieszczony w

wierzcho lku w przesuwamy do jego sa
↪
siada z prawdopodobieństwem 1/ deg(w). Wyznacz macierz przej́scia

dla tak określonego  lańcucha Markowa. Nie korzystaja
↪
c z tej macierzy, znajdź rozk lad prawdopodobieństwa

dla  lańcucha po 2 krokach, jeśli na pocza
↪
tku umieszczamy żeton z prawdopodobieństwem 1

4 w wierzcho lku
1 i z z prawdopodobieństwem 3

4 w wierzcho lku 2, tzn. ρ0 = [14 ,
3
4 , 0, 0]. Naste↪pnie sprawdź poprawność

wyniku, korzystaja
↪
c z kwadratu macierzy przej́scia.

Zad.2. Oto macierz przej́scia pewnego  lańcucha Markowa:

A =


0 1
3
2
3 0

0 0 1 0
0 1
2 0 1

2
1 0 0 0


Wie↪dza

↪
c, że ρ1 = [0, 12 , 0,

1
2 ], wyznacz ρ0 oraz ρ2.

Zad.3. Spragniony Bolek ma tylko 1 z l, a chcia lby nabyć napój wysokoenergetyczny kosztuja
↪
cy 3 z l.

W tym celu udaje sie↪ do kasyna prowadzonego przez Lolka, w którym postanawia grać w rzut moneta
↪

tak d lugo, póki nie zbankrutuje lub nie wygra 3 z l. W każdej grze Bolek wygrywa lub przegrywa 1 z l z
prawdopodobieństwem 1/2. Znajdź prawdopodobieństwo, że Bolek wygra 3 z l i ugasi pragnienie. Opisz
dramatyczna

↪
sytuacje↪ Bolka używaja

↪
c odpowiedniego  lańcucha Markowa.

Zad.4. Ala i Franek rzucaja na zmiane standardowa
↪

moneta. Franek wygrywa, gdy po raz pierwszy w
cia

↪
gu rzutów pojawi sie ROR, a Ala – gdy pojawi sie OOR. Przedstaw te↪ gre↪ w postaci lańcucha Markowa

(o skończonym, jak zwykle, zbiorze stanów).

Zad.5. Rozważmy zabawe↪ żab z zadania domowego A5(a). Za lóżmy, że na pocza
↪
tku obie ropuchy znajduja

↪

sie↪ po stronie pó lnocnej. Wyznacz rozk lad prawdopodobieństwa dla po lożenia ropuch po 12345 rzutach
moneta

↪
.

Zad.6. (rezerwowe) Na wierzcho lkach trójka
↪
ta siedza

↪
3 robaczki. Robaczki co sekunde↪ moga

↪
przybierać

kolor czerwony lub zielony. Polega to na tym, że jeśli robaczek widzi, że oba pozosta le robaczki maja
↪

ten
sam kolor, to w naste↪pnej sekundzie przybierze ich kolor, jeżeli zaś ich kolory sa

↪
różne, to w naste↪pnej

sekundzie robaczek z prawdopodobieństwem 1/2 be↪dzie zielony, a z prawdopodobieństwem 1/2 – czerwony.
Na pocza

↪
tku jeden robaczek jest czerwony, a 2 zielone. Zbuduj  lańcuch Markowa odpowiadaja

↪
cy temu

procesowi i podaj jego macierz przej́scia, przy za lożeniu, że

(a) Ważne jest dla nas dok ladne roz lożenie kolorów robaczków na trójka
↪
cie, z uwzgle↪dnieniem numerów

wierzcho lków.
(b) Ważna jest dla nas jedynie liczba robaczków w obu kolorach.

Zadania do samodzielnego rozwia
↪
zania później

B1.W pierwszym kapeluszu sa
↪
3 kule bia le, a w drugim 3 kule czarne. W n–tym doświadczeniu, losujemy po

jednej kulce z obu kapeluszy i zamieniamy je miejscami. Niech Xn be↪dzie liczba
↪
bia lych kulek w pierwszym

kapeluszu po n doświadczeniach. Wyznacz macierz przej́scia dla  lańcucha Markowa (Xn)∞n=0.

B2. Oto macierz przej́scia  lańcucha Markowa na zbiorze stanów S = {1, 2, 3, 4}:
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(a) Wyznacz prawdopodobieństwo przej́scia ze stanu 2 do stanu 4 w trzech krokach.
(b) Wyznacz prawdopodobieństwo, że zaczynaja

↪́
c od rozk ladu pocza

↪
tkowego ρ0 = [16 , 0,

2
3 ,
1
6 ] po trzech

krokach  lańcuch znajdzie sie↪ w stanie 3.
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B3. Oto macierz przej́scia pewnego  lańcucha Markowa: A =



0 0 0 1
2
1
2 0

0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
1
3
1
3 0 0 0 1

3
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1

.

Narysuj graf skierowany obrazuja
↪
cy ten  lańcuch Markowa. Bez podnoszenia macierzy do pote↪gi wyznacz

rozk lad prawdopodobieństwa po 5 krokach, przy za lożeniu, że rozk ladem pocza
↪
tkowym  lańcucha jest

[0, 0, 0, 1, 0, 0].

B4. Student b la
↪
ka sie↪ losowo mie↪dzy trzema bibliotekami 1, 2, 3 i domem (oznaczmy go numerem 0),

tzn. be↪da
↪
c w danym budynku, wybiera kolejne miejsce pobytu losowo spośród trzech pozosta lych. Droge↪

mie↪dzy tymi budynkami pokonuje (uwzgle↪dniaja
↪
c czas spe↪dzony w budunku) w czasie 1h. Niech Xn be↪dzie

numerem budynku, w którym student znajduje sie↪ po n godzinach. Za lóżmy, że na pocza
↪
tku student

jest w domu. Wyznacz rozk lad Xn dla n = 1, 2, 3 dwoma sposobami: korzystaja
↪
c z macierzy przej́scia i

„zdroworozsa
↪
dkowo”.

B5. Cztery robaczki znajduja
↪
sie↪ w jednym wierzcho lku czworościanu. Co sekunde↪ każdy z nich z prawdo-

podobieństwem 1
4 pozostaje na miejscu lub losowo (z jednakowym prawdopodobieństwem) przemieszcza

sie↪ do jednego z sa
↪
siednich wierzcho lków czworościanu.

(a) Ile stanów ma  lańcuch Markowa wyrażaja
↪
cy we↪drówke↪ robaczków, jeżeli ważne jest dla nas, który

robaczek w którym wierzcho lku czworościanu sie↪ znajduje?
(b) Ile stanów ma  lańcuch Markowa wyrażaja

↪
cy we↪drówke↪ robaczków, jeżeli ważna jest dla nas jedynie

liczba robaczków w każdym z wierzcho lków czworościanu?
(c) Ile stanów ma  lańcuch Markowa wyrażaja

↪
cy we↪drówke↪ robaczków, jeżeli ważna jest dla nas jedynie

liczba robaczków w każdym z wierzcho lków czworościanu, a dodatkowo nieistotna jest numeracja
wierzcho lków czworościanu?

(d) Wyznacz macierz przej́scia dla ostatniego modelu.


