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Przep lywy w sieciach – c.d.

Zadania domowe, przygotowujące do kartkówki znajduja֒ sie֒ na líscie 7, po zadaniach z

ćwiczeń.

Zadania na ćwiczenia

Zak ladamy, że we wszystkich zadaniach można korzystać z gotowego algorytmu, znajduja֒cego najwie֒kszy
przep lyw (i najmniejsze cie֒cie) w standardowych sieciach z jednym źród lem i jednym uj́sciem.

Zad.1. Cztery kury znios ly jaja. i-ta

kura znios la i jaj. Kury chca֒ wys lać

wszystkie jaja do 5 rodzin, korzystaja֒c

z sieci 3 pośredników. Każda rodzi-

na musi dostać po 2 jaja. Na rysunku

podane sa֒ przepustowości  la֒czy, czy-

li liczby jaj, jakie moga֒ być przes lane

bezpośrednio mie֒dzy dwoma we֒z lami

naszej jajecznej sieci (tworzonej przez

kury, pośredników i rodziny). (a) (b)

• Sprawdź w domu, która z podanych sieci jajecznej zadzia la, tzn. w której sieci jaja moga֒ być rozes lane
zgodnie z powyższymi zasadami. W tym przypadku opisz, kto komu ile jaj wysy la.
• Przet lumacz problem rozes lania jaj w pierwszej sieci na równoważny mu problem przep lywu w standardowej

sieci z jednym źród lem i jednym uj́sciem. Jaki warunek jest konieczny i dostateczny, by sieć jajeczna mog la
zadzia lać?
• Rozważmy dowolna֒ sieć jajeczna֒, tzn. z dowolna֒ liczba֒ kur, pośredników i rodzin, pojmnościami krawe֒dzi i

wymaganiami zwia֒zanymi z tym, ile jaj dana kura znios la oraz ile jaj dana rodzina potrzebuje. Przet lumacz
problem na równoważny mu problem przep lywu w standardowych sieciach z jednym źród lem i jednym uj́sciem.
Jaki warunek jest konieczny i dostateczny, by sieć jajeczna mog la zadzia lać?

Zad.2. Rozważmy korespondencyjna֒ sieć hobbistów, wysy laja֒cych sobie kartki z pozdrowieniami. Każdemu
cz lowiekowi i przypisujemy liczbe֒ ca lkowita֒ ri, która mówi, jaka musi być różnica mie֒dzy liczba֒ kartek
przez niego otrzymanych i wys lanych. Krawe֒dziom skierowanym mie֒dzy ludźmi i oraz j przypisujemy
nieujemne liczby ca lkowite kij , co oznacza, że i może wys lać j co najwyżej kij kartek. Jak rozstrzygna֒ć,
czy opisana korespondencyjna sieć może w rzeczywistości zadzia lać, tzn. czy ludzie moga֒ wys lać i dostać
kartki zgodnie ze swoimi zapotrzebowaniami? Jak powinni wysy lać kartki?

Zad.3. Mamy do rozwia֒zania naste֒puja֒cy problem optymalizacyjny.

W mieście ukrywaja֒ sie֒ przeste֒pcy. Policja zna prawdopodobne miej-
sca kryjówek przeste֒pców. Przeste֒pcy moga֒ opuścić miasto jedynie
kilkoma wyjazdami, również policji znanymi. Dla każdej ulicy wiado-
mo, ilu policjantów potrzeba, by ja֒ zablokować. Zadaniem policji jest
przeprowadzić skuteczna֒ blokade֒ ulic przy pomocy jak najmniejszej
liczby policjantów.
Dla jasności obrazu podajemy przyk ladowa֒ mapke֒ miasta. K1,K2
to miejsca, w których moga֒ ukrywać sie֒ przeste֒pcy, a W,N,E, S
– wyjazdy z miasta. Liczby przy ulicach określaja֒, ilu policjantów
potrzeba, by zablokować ulice֒. Ulice sa֒ dwukierunkowe.
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Zaproponuj algorytm rozwia֒zuja֒cy problem dla dowolnego miasta i przedstaw jego dzia lanie na podanej
mapce. Dane wej́sciowe to plan miasta z zaznaczonymi potencjalnymi kryjówkami przeste֒pców, możliwymi
miejscami wyjazdu z miasta i liczba֒ policjantów konieczna֒ do zablokowania każdej ulicy. Algorytm powinien
zwracać optymalna֒ liczbe֒ policjantów i ich rozmieszczenie na ulicach.

Zad.4. Na pewnym kameralnym uniwersytecie wyk lady prowadzi czterech profesorów, a ćwiczenia –
dziewie֒ciu adiunktów. Przedmiotów jest dużo, zaje֒cia z każdego przedmiotu trwaja֒, jak to zwykle bywa,
przez ca ly semestr. Profesorowie powinni hospitować ćwiczenia do prowadzonych przez siebie wyk ladów.
Przy tym naste֒puja֒ce warunki musza֒ być spe lnione:
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(a) Każdy profesor musi w semestrze przeprowadzić dok ladnie 4 hospitacje.
(b) Profesor może hospitować tylko ćwiczenia do prowadzonych przez siebie wyk ladów.
(c) Każdy profesor może hospitować zaje֒cia prowadzone przez danego adiunkta co najwyżej dwukrotnie.
(d) Każdy adiunkt może mieć na wszystkich swoich zaje֒ciach w czasie semestru co najwyżej 6 hospitacji.

Jak rozstrzygna֒ć, czy można u lożyć semestralny plan hospitacji, spe lniaja֒cy wszystkie powyższe warunki?

Zad.5. Zadanie analogiczne do zad.4, ale zamiast „dok ladnie 4 hospitacje” sa֒ „przynajmniej 4 hospitacje”.

Zadania do samodzielnego rozwia֒zania później

B1. Fabryka czekolady produkuje 50 różnych smako lyków. Fabryka chce zbadać kwestionariuszami opinie
100 klientów o swoich produktach. Oto za lożenia, jakie kwestionariusze musza֒ spe lniać:

• Nie można pytać o produkt, którego klient nigdy nie kupi l.
• Każdy klient jest pytany o co najwyżej 10 produktów.
• Każdy produkt musi być oceniony przez dok ladnie 5 klientów

Naszym celem jest rozstrzygna֒ć, czy można wg tych zasad kwestionariusze u lożyć.

(a) Zaprojektuj tradycyjna֒ sieć D z jednym uj́sciem i źród lem tak, by problem u lożenia kwestionariuszy
sprowadzić do równoważnego mu problemu badania przep lywu w sieci D.

(b) Jaki warunek musi spe lniać przep lyw w sieci D, aby u lożenie kwestonariuszy by lo możliwe?
(c) Jak na podstawie przep lywu w sieci D zbudować kwestionariusze?

B2. Rozwia֒ż zadanie analogiczne do poprzedniego, zaste֒puja֒c warunek „dok ladnie 5 klientów” przez „przy-
najmniej 5 klientów”.

B3. Chcemy zbadać kwestionariuszami opinie klientów X, Y , Z, U , W o produktach A, B, C, D, E. Na
rysunku po lewej stronie zaznaczono krawe֒dziami, który klient kupi l które produkty. Oto za lożenia, jakie
kwestionariusze musza֒ spe lniać:

• Nie można pytać o produkt, którego klient nigdy nie kupi l.
• Każdy klient i jest pytany o co najwyżej ki produktów, dla i = X,Y,Z,U,W .
• Każdy produkt musi być oceniony przez dok ladnie 2 klientów.

Aby rozstrzygna֒ć, czy można wg tych zasad kwestionariusze u lożyć, zbudowalísmy sieć S2 przedstawiona֒
po prawej stronie. Jaki warunek musi być spe lniony dla sieci S2, aby u lożenie kwestonariuszy by lo możliwe?
Odpowiedź należy (oczywíscie) dok ladnie uzasadnić.

kto co kupi l sieć S2

B4. Dane sa֒ liczby ki ∈ {0, 1, 2, 3} oraz rj ∈ {0, 1, 2, 3}, dla i = X,Y,Z,U,W oraz j = A,B,C,D,E.
Pie֒ciu krasnoludków X, Y , Z, U , W , chce rozes lać prezenty do rodzin A, B, C, D, E wg naste֒puja֒cych
zasad:

(a) Krasnoludek i musi wys lać dok ladnie ki prezentów, dla i = X,Y,Z,U,W .
(b) Rodzina j musi dostać dok ladnie rj prezentów, dla j = A,B,C,D,E.
(c) Każdy krasnoludek może wys lać każdej z rodzin co najwyżej jeden prezent.
(d) Na rysunku po lewej stronie zaznaczono krawe֒dziami, który krasnoludek której rodzinie może wys lać

prezent.

Za lóżmy, że takie rozes lanie prezentów jest możliwe i wiadomo, jak krasnoludki powinny rozes lać prezenty.
Czy wynika z tego, że w sieci S2 po prawej istnieje przep lyw o wartości

rA + rB + rC + rD + rE ?

Jeśli nie, to uzasadnij dlaczego; jeśli tak, to opisz ten przep lyw.
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kto komu może wys lać prezent sieć S2

Uwaga: Liczby ki ∈ {0, 1, 2, 3} oraz rj ∈ {0, 1, 2, 3} sa֒ dowolne i nie musza֒ być równe 3.

B5. Rozważmy poniższa֒ korespondencyjna֒ sieć H hobbistów, wysy laja֒cych sobie kartki z pozdrowieniami.
Każdemu cz lowiekowi (wierzcho lkowi) przypisano liczbe֒ ca lkowita֒, która mówi, jaka musi być różnica
mie֒dzy liczba֒ kartek przez niego otrzymanych i wys lanych. Innymi s lowy, ujemne zapotrzebowanie wierz-
cho lka oznacza, że hobbista ma wie֒cej kartek wys lać niż dostać, a dodatnie – że wie֒cej kartek powinien
dostać niż wys lać. Krawe֒dziom mie֒dzy hobbistami przypisano nieujemne liczby ca lkowite, z których –
jak widać – tylko niektóre sa֒ nam znane. Pojedyncza liczba przypisana krawe֒dzi (i, j) ogranicza z góry
liczbe֒ kartek, jakie hobbista i może wys lać hobbíscie j. Jeżeli krawe֒dzi przypisano dwie liczby, to sa֒ one
ograniczeniami odpowiednio dolnymi i górnymi na dopuszczalna֒ liczbe֒ wys lanych kartek.
Mówimy, że H może w rzeczywistości zadzia lać, jeżeli ludzie moga֒ wys lać i dostać kartki zgodnie ze swoimi
zapotrzebowaniami (i wymaganiami na krawe֒dziach).
Ustalmy sieć hobbistów H taka֒ jak na rysunku H. Obok widzimy standardowa֒ sieć D ze źród lem S i
uj́sciem T .

(a) Za lóżmy, że korespondencyjna sieć H może w rzeczywistości zadzia lać. Co na tej podstawie można
powiedzieć o najwie֒kszym przep lywie w sieci D?

(b) Za lóżmy, że wartość najwie֒kszego przep lywu w sieci D wynosi 5. Co możemy powiedzieć na temat
możliwości zadzia lania sieci hobbistów H?

H: D:

B6. Jak za pomoca֒ algorytmu wyznaczaja֒cego najwie֒kszy przep lyw wyznaczyć najwie֒ksze skojarzenie w
grafie dwudzielnym?

B7.∗ Jesteś szefem firmy informatycznej i rozważasz rozpocze֒cie kilku projektów. Mie֒dzy projektami sa֒
pewne zależności, tzn. wdrożenie jednego wymaga być może wdrożenia najpierw kilku innych. Wykonanie
danego projektu oznacza albo niezerowe koszty, albo niezerowe zyski, przy czym wykonanie czegoś kosz-
townego może umożliwić wdrożenie czegoś niezwykle zyskownego. Możesz zdecydować, że firma wykona
tylko cze֒ść projektów, ale oczywíscie nie można zdecydować, że zajmie sie֒ tylko projektami ze zbioru A,
jeśli jakís projekt konieczny do ich wykonania jest z A wy la֒czony. Zak ladamy, że spe lnione sa֒ naste֒puja֒ce
warunki.

• Projekt nie może generować jednocześnie zysku i kosztów. Jeśli generuje zysk, nazywamy go zy-
skownym, a jeśli generuje koszt, to nazywamy go kosztownym.
• Jeśli projekt x jest konieczny do wykonania projektu y, to x jest kosztowny, a y zyskowny.

Twoim zadaniem jest wybrać jak najlepiej zbiór projektów do realizacji, znaja֒c powia֒zania mie֒dzy pro-
jektami, przewidywane profity i koszty generowane przez każdy projekt z osobna. Celem jest jak najlepszy
wynik finansowy po zakończeniu wszystkich projektów.
Zaprojektuj algorytm, bazuja֒c na gotowym algorytmie znajduja֒cym najwie֒kszy przep lyw i najmniejsze
cie֒cie w standardowych sieciach z jednym źród lem i jednym uj́sciem.


