Zadania przygotowujace do kolokwium 25 stycznia 2024

Zadanie 1. Zmienna losowa (X,Y’) ma dystrybuante dang wzorem

1 gdy z > 051y > 2,

83 gdy z € (0,0.5) iy > 2,
Fxy(z,y) =<y?/4 gdy > 051y € (0,2),
20223 gdy z € (0,0.5) iy € (0,2),
0 w pozostatych przypadkach.

(a) Czy zmienne losowe X i Y sa niezalezne?
(b) Oblicz P(1 <Y <5) i VarX.

Zadanie 2. Ze zbioru {0, 1,2} wylosowujemy pare r6znych liczb {a,b}, przy czym
kazda z trzech mozliwych par losowana jest z tym samym prawdopodobienstwem.
Niech X =a+biY =a-b.

(a) Znajdz taczny rozktad zmiennej losowej (X,Y) i rozktady brzegowe zmiennych

XiY.

(b) Czy zmienne losowe X 1Y sa niezalezne?

(¢) Oblicz wspbtezynnik korelacji p(X,Y).

(d) Wylicz E(X? 4+ 2XY?3).

(e) Znajdz rozktad zmiennej losowej Z = E(Y|X) i oblicz EZ.

Zadanie 3. Zmienna losowa (X, Y) ma gestos¢

oy — 1222 dla0<z<y<l,
7 0 w pozostatych przypadkach.

(a) Znajdz gestosci (brzegowe) X i Y.

(b) Czy X and Y sg niezalezne?

(¢) Oblicz wspétezynnik korelacji p(X,Y).

(d) Znajdz rozktad zmiennej losowej Z = X?Y .

Zadanie 4. Rozpatrzmy proces gatagzkowy, w ktorym liczba potomkow kazdej z czastek
dana jest zmienng losowa X o rozktadzie:

Pr(X =0)=Pr(X=3)=1/4, Pr(X=1)=a, Pr(X=2)=1/2—a.

gdzie a € [0,1/2] jest pewnym parametrem. Znajdz zalezno$¢ prawdopodbienstwa 1,
ze proces wymrze, od parametru a.
Uwaga: Warto pamigtaé, ze dla dowolnej funkcji tworzacej G(s) mamy G(1) = 1.
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Zadanie 5. Znajdz rozktad stacjonarny tancucha Markowa o macierz przejscia:

0 2/3 1/3 0
/3 0 1/3 1/3
/3 1/3 0 1/3
0 1/2 1/2 0
Czy tancuch ten jest odwracalny? Jezeli odpowiedz jest negatywna zaproponuj sposob
odréznienia zapisu stanow tancucha od “odwréconego” zapisu stanéw tancucha.

Il =

Zadanie 6. Jezyk Anatol spedza cale dnie wylegujac sie posréd trzech, rosnacych w
ogrodzie, drzew. Co kwadrans decyduje o kolejnym miejscu odpoczynku. Jesli siedzi
pod jabtonka, z prawdopodobienistwem 1/2 przechodzi pod grusze, a z prawdopo-
dobienstwem 1/2 pod $liwe. Gdy siedzi pod grusza, na nastepne miejsce pobytu z
réwnym prawdopodobienstwem 1/3 wybiera jabtonke, sliwe lub grusze. Siedzac pod
Sliwa, z prawdopodobienstwem 1/3 zostaje na miejscu, a z prawdopodobienstwem 2/3
idzie pod grusze. Jakie jest przyblizone prawdopodobienstwo, ze po 300 kwadransach
cierpliwy Anatol znajdzie sie pod grusza? Blad przyblizenia jest nieistotny.

Zadanie 7. Cztery robaczki swietojanskie, mogace $wieci¢ na dwa kolory, siedzg na-
okoto okragtej miseczki zmieniajac kolor co sekunde w nastepujacy sposob. Kazdy
robaczek przybiera z prawdopodobienistwem 2/3 kolor robaczka siedzgcego po prawej
stronie, a z prawdopodobienistwem 1/3 kolor robaczka siedzacego po stronie lewe;.

i) Znajdz macierz przejscia dla tego tancucha, zaktadajac, ze robaczki nie sg roz-

roznialne (macierz taka ma szesé réznych stanéw).
ii) Czy ten tancuch jest odwracalny?
iii) Znajdz wszystkie rozktady stacjonarne dla tego tancucha.

Wskazéwka do polecenia (iii): Zanim przystapia Panstwo do liczenia, warto przez
chwile pomyslec.



