
Zadania przygotowuj¡ce do kolokwium 23 listopada 2023

Zad. 1. Oblicz prawdopodobie«stwo, »e w±ród 25 przypadkowych przechodniów nie ma osób obcho-
dz¡cych urodziny tego samego dnia. Zakªadamy, »e 29 II nie jest dniem urodzin a wszystkie pozostaªe
dni roku mog¡ by¢ z jednakowym prawdopodobie«stwem dniem urodzin ka»dego przypadkowego prze-
chodnia.

Zad. 2. W kapeluszu jest 36 ró»nych losów, po cztery dla ka»dej z warto±ci wygranej : 1, 2, . . . , 9.
Losujemy kolejno, bez zwracania 6 z nich. Oblicz prawdopodobie«stwo, »e :

(i) pierwsze trzy losy maj¡ warto±¢ 1;

(ii) wylosowali±my 3 losy o jednej warto±ci i 3 o drugiej (np. 2, 3, 3, 2, 3, 2);

(iii) w sumie wylosowali±my dokªadnie dwie ró»ne warto±ci wygranych (np. 1, 5, 5, 5, 5, 1);

(iv) nie wylosowali±my »adnego losu o warto±ci 1;

(v) wylosowali±my co najmniej jeden los o warto±ci 1;

(vi) ka»dy wylosowany los ma inn¡ warto±¢.

Jak zmieni¡ si¦ wyniki w przypadku zmiany do±wiadczenia na losowanie ze zwracaniem ?

Zad. 3. W urnie s¡ trzy kule biaªe i dwie czarne.

(i) Wyci¡gamy jedn¡ kul¦ z urny i wyrzucamy bez ogl¡dania, a potem wyci¡gamy nast¦pn¡ kul¦.
Jaka jest szansa, »e za drugim razem wyci¡gniemy kul¦ biaª¡?

(ii) Wyci¡gamy jedn¡ kul¦ z urny i wrzucamy z powrotem do urny cztery kule tego samego koloru
co kula wyci¡gni¦ta, a potem wyci¡gamy nast¦pn¡ kul¦. Jaka jest szansa, »e za drugim razem
wyci¡gniemy kul¦ biaª¡?

Zad. 4. Dla trzech zdarze« A, B, C wiemy, »e P (A ∩B) = P (A)P (B) i P (C) = 0. Czy zdarzenia A,
B i C s¡ niezale»ne?

Zad. 5. Na odcinku o dªugo±ci 10 wybrano losowo dwa punkty. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e
odlegªo±¢ mi¦dzy nimi jest wi¦ksza ni» 3 ?

Zad. 6. Ania i Basia umówiªy si¦ w restauracji mi¦dzy 16:00 a 17:00. Zakªadamy, »e ka»da z nich
przychodzi w losowym momencie z podanego przedziaªu. Niech A oznacza zdarzenie, »e pierwsza przyj-
dzie Ania i b¦dzie czekaªa na Basi¦ co najwy»ej 10 minut, a B »e Basia przyjdzie przed 16:45. Oblicz
prawdopobie«stwa zdarze« A i B i sprawd¹, czy s¡ one niezale»ne.

Zad. 7. Student zna odpowied» na pytanie egzaminacyjne z prawdopodobie«stwem p. Je»eli nie zna
odpowiedzi, to zgaduje jedn¡ z k mo»liwych odpowiedzi z prawdopodobie«stwem 1

k
. Je»eli odpowiedziaª

prawidªowo, to jakie jest prawdopodobie«stwo, »e znaª odpowied¹?

Zad. 8. Pi¦¢ kobiet i pi¦ciu m¦»czyzn zostaje ustawionych w ranking na podstawie wyników egzaminu.
Zakªadamy, »e ka»dy wynik jest inny i wszystkie uporz¡dkowania s¡ jednakowo prawdopodobne. Niech
X b¦dzie najwy»sz¡ pozycj¡ w rankingu uzyskan¡ przez kobiet¦ (np. X = 1, je±li na pierwszym miejscu
jest kobieta.) Podaj rozkªad zmiennej losowej X.

Zad. 9. W losowaniu totolotka wybiera si¦ 10 ró»nych liczb ze zbioru {1, . . . , n} (n ­ 10). Niech X
oznacza drug¡ co do wielko±ci (licz¡c od najmniejszej do najwi¦kszej) z wylosowanych liczb. Podaj
rozkªad zmiennej X.
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Zad. 10. Z przedziaªu [0, 1] wybrano losowo cztery liczby. Niech X oznacza najwi¦ksz¡ z nich. Znajd¹
dystrybuant¦, g¦sto±¢, warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ X.

Zad. 11. Zmienna losowa X posiada rozkªad podany w poni»szej tabeli

k 1 2 3 4

P (X = k) 1
4

3
8

1
8

1
4

Oblicz warto±¢ oczekiwan¡ oraz wariancj¦ zmiennej X.

Zad. 12. Zmienna losowa ma rozkªad

P (X = i) =
1
2i
, dla i = 1, 2, 3 i P (X = 8) =

1
8
.

Wyznacz rozkªad zmiennych losowych Y = (−2)X oraz Z = 4X + 1. Oblicz warto±¢ oczekiwan¡ i
wariancj¦ zmiennych losowych Y = (−2)X oraz Z = 4X + 1 na dwa sposoby: korzystaj¡c z rozkªadu i
korzystaj¡c z �prawa leniwego statystyka�.

Zad. 13. Zmienna losowa X ma rozkªad

P (X = i) =
7
8i
, dla i = 1, 2, 3 . . .

Wyznacz EY i VarY dla Y = 2X .

Zad. 14. Wyznacz rozkªad zmiennej losowej Y = cos(πX), je»eli zmienna losowa X ma rozkªad:

P (X = k) =
1
2k
, k = 1, 2, . . . .

Nast¦pnie oblicz EY i VarY

Zad. 15. Czas pracy pewnego urz¡dzenia (w miesi¡cach) jest zmienn¡ losow¡ X o g¦sto±ci równej
f(x) = Cx−4 dla x > 2 oraz f(x) = 0 dla x ¬ 2.

a) Wyznacz C.

b) Wyznacz dystrybuant¦ tej zmiennej losowej.

c) Oblicz prawdopodobie«stwo, »e maszyna b¦dzie dziaªa¢ przez co najmniej 5 miesi¦cy.

Zad. 16. Oznaczmy czas ±wiecenia »arówki pewnej ustalonej marki jako zmienn¡ losow¡ T .
Stwierdzono, »e

P (T > t) = e−t/1000 dla ka»dego t > 0.

Wyznacz przeci¦tny czas ±wiecenia »arówki.

Zad. 17. Dla zmiennej losowej X o rozkªadzie jednostajnym o g¦sto±ci:

fX(x) =


0 dla x < a
1
b−a dla a ¬ x ¬ b
0 dla x > b.

Znajd¹ funkcj¦ charakterystyczn¡ φX(t) zmiennej losowej X i znajd¹ rozkªad zmiennej losowej Y = eX
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Zad. 18. Zmienna losowa X posiada g¦sto±¢ dan¡ wzorem:

f(x) =


0 dla x < 0
C
√
x dla 0 ¬ x ¬ 3

0 dla x > 3

(i) Oblicz staª¡ C.

(ii) Oblicz P (−1 < X < 2).

(iii) Wyznacz dystrybuant¦ FX zmiennej losowej. X.

Zad. 19. Zmienna losowa X posiada dystrybuant¦ dan¡ wzorem:

F (x) =


0 dla x < −1
1
2x
3 + 12 dla − 1 ¬ x ¬ 1
1 dla x > 1

(i) Wyznacz g¦sto±¢ zmiennej losowej X.

(ii) Oblicz warto±¢ oczekiwan¡ oraz wariancj¦ zmiennej X.

(iii) Znajd¹ EY dla Y = X4.
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