WARUNKOWA WARTOSC OCZEKIWANA I MARTYNGALY

W tej czesci notatek wszystkie rozpatrywane zmienne losowe sa dyskretne (ana-
logiczne pojecia mozna zdefiniowa¢ dla zmiennych losowych bez tego dodatkowego
zalozenia, ale jest to nieco dtuzsze i bardziej skomplikowane).

Definicja. Niech (X,Y) bedzie dwuwymiarowq zmienng losowq dyskretng, a {z;}ier
zbiorem atomow o mierze niezerowej zmiennej losowej X. Wiedy warunkowa wartosé
oczekiwana Z = E(Y'|X) jest zmienng losowq, ktora dla dowolnego w € ) takiego, Ze
X(w) = x; przyjmuje wartosé

Z(w):E(Y\X:xz):zy:yIP’(Y:y\X:x,):zy:y P(X:-%)

Nietrudno zauwazy¢ (i udowodnié!), nastepujacy fakt.
Twierdzenie. E(E(Y|X)) =EY.

Zauwazmy, ze rozktad zmiennej losowej E(Y|X) zalezy wytacznie od zmiennej loso-
wej Y i podziatu jaki generuje zmienna X dzielac przestrzen zdarzen elementarnych €2
na zdarzenia o niezerowej mierze. Dlatego czesto warunkows warto$¢ oczekiwang wpro-
wadzamy w sposob nastepujacy.

Definicja. Niech F = F; U Fy U ... bedzie podziatem przestrzeni ) na co najwyzej
przeliczalng liczbe zdarzen, z ktorych kazde ma niezerowg miare, a X : €2 — R bedzie
zmienng losowq okreslong na tej przestrzeni. Wtedy warunkowa warto$é oczeki-
wana Z = E(X|F) jest zmienng losowq przyjmujgcg warto$é

PHX =z} NF)
P (F)

Z(w) = S aP(X —alF) = Yo
dla wszystkich w € Fj.

Definicja. Filtracja przestrzeni probabilistycznej (€2, 32, IP) jest cigg podziatow tej prze-
strzeni Fo, F1, ..., Fr na zdarzenia o niezerowej mierze taki, ze

1) Fo = {Q}7
ii) dla kazdego i = 1,2, ... t, podzial F; jest podpodziatem podziatu F;_1, tzn. kazde
zdarzenie nalezgce do F; jest podzbiorem pewnego zdarzenia naleZacego do F; 1.

Definicja. Niech X bedzie zmienng losowq dyskretng o atomach x;, a F; bedzie po-
dziatem (€2, 2, P) na zdarzenia F; = {w : X(w) = x;}. Ponadto, niech Fo, F1,...,F
bedzie filtracjq przestrzeni Q). Wtedy cigg zmiennych losowych

Xo =E(X[Fo), X1 =E(X[F), ... , Xi =E(X[F)

nazywamy martyngatem Dooba.



Zauwazmy, ze jesli Xy, X1, ..., X jest martyngatem Dooba generowanym przez zmienna
losowa X, to P(Xy=EX) =1, X; = X idla kazdego i = 1,2,...,t, mamy
X1 =E(X;|Xio1) = E(X|Xi-1) .

Twierdzenie (TWIERDZENIE AZUMY). Niech EX = X, X1,..., X; = X bedzie mar-
tyngatem Dooba takim, ze

X — Xiq| <g¢
dla pewnych statych c;, gdzie it = 1,2,...,t. Wtedy dla dowolnej stalej a zachodzi

0,2
P(|X —EX| > a) <2exp(—2t2).

i=1GCi



