
Rachunek Prawdopodobie«stwa.
Funkcje tworz¡ce i procesy gaª¡zkowe.

De�nicja. Zmienn¡ losow¡ nazywamy prost¡ gdy przyjmuje tylko warto±ci caªkowite nie-

ujemne. W tej cz¦±ci materiaªu rozpatrywa¢ b¦dziemy wyªacznie takie zmienne.

De�nicja. Funkcj¡ tworz¡c¡ prostej zmiennej losowej X nazywamy funkcj¦ G : [0, 1]→ [0, 1]
zde�niowan¡ wzorem

G(s) = E(sX) =
∞∑
i=0

siP(X = i) .

Twierdzenie 1 (Wªasno±ci funkcji tworz¡cych). Je±li GX jest funkcj¡ tworz¡c¡ prostej

zmiennej losowej X, to

(i) GX(0) = P(X = 0) i GX(1) = 1,
(ii) GX jest ci¡gªa i wypukªa,

(iii) G
(k)
X (1) = EX(X − 1) . . . (X − k + 1), gdzie G(k)X (1) oznacza k-t¡ lewostronn¡ pochodn¡

funkcji GX w punkcie 1.

(iv) Je±li zmienne X1, X2, . . . , Xn s¡ niezale»ne, to

GX1+X2+···+Xn(s) = GX1(s)GX2(s) · · ·GXn(s) .

Twierdzenie 2. Niech GX i GN b¦d¡ funkcjami tworz¡cymi prostych zmiennych losowych X i

N . Ponadto niech S b¦dzie sum¡ N niezle»nych zmiennych losowych X1, . . . XN , z których ka»da

ma rozkªad taki, jak zmienna losowa X. Wtedy funkcja tworz¡ca zmiennej losowej S dana jest

wzorem

GS(s) = GN(GX(s)) .

De�nicja. Procesem gaª¡zkowym generowanym przez prost¡ zmienn¡ losow¡ X nazywamy

ci¡g zmiennych losowych Z0, Z1, . . . takim, »e P(Z0 = 1) = 1, a dla n  1

Zn =
Zn−1∑
i=1

Xi,n ,

gdzie Xi,n s¡ niezale»nymi kopiami zmiennej losowej X.

Poniewa» P(Zn = 0) nie maleje z n granica

η = lim
n→∞

P(Zn = 0)

zawsze istnieje i nazywamy j¡ prawdopodobie«stwem wymarcia procesu.

Twierdzenie 3. Niech X b¦dzie prost¡ zmienn¡ losow¡, dla której P(X = 0) > 0, G b¦dzie

funkcj¡ tworz¡c¡ X, a η b¦dzie prawdopodobie«stwem wymarcia procesu gaª¡zkowego generowa-

nego przez X.

(i) Je±li EX  1, to η = 1.
(ii) Je±li EX < 1, to η < 1 jest najmniejszym dodatnim pierwiastkiem równania G(s) = s.
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