
Rachunek Prawdopodobie«stwa.
Granice zmiennych losowych. Funkcja charakterystyczna.

De�nicja. Ci¡g zmiennych losowych X1, X2, . . . d¡»y do zmiennej losowej X wedªug roz-

kªadu (lub sªabo), co zapisujemy

Xn
D−→ X

gdy ci¡g dystrybuant Fn zmiennych losowych Xn d¡»y do dystrybuanty F zmiennej losowej X
w ka»dym punkcie ci¡gªo±ci F .

De�nicja. Ci¡g zmiennych losowych X1, X2, . . . d¡»y do zmiennej losowej X wedªug praw-

dopodobie«stwa (lub wedªug miary albo Xn jest zbie»ny stochastycznie do X), co za-
pisujemy

Xn
P−→ X,

gdy dla ka»dego ϵ > 0
lim
n→∞

P (|Xn −X| > ϵ) = 0.

De�nicja. Ci¡g zmiennych losowych X1, X2, . . . d¡»y do zmiennej losowej X z prawdopo-

dobie«stwem jeden (lub prawie na pewno), co zapisujemy

Xn
p.n.−−→ X,

gdy

P ({ω : Xn(ω)→ X(ω)}) = 1.

De�nicja. Ci¡g zmiennych losowych X1, X2, . . . d¡»y do zmiennej losowej X wzgl¦dem mo-

mentów rz¦du r, co zapisujemy

Xn
r−→ X,

gdy

lim
n→∞

E|Xn −X|r → 0.

Twierdzenie 1.

(i) Je±li Xn
P−→ X, to Xn

D−→ X. Je±li ponadto X jest funkcj¡ staª¡, tzn. P(X = c) = 1, to
zbie»no±¢ Xn

D−→ c poci¡ga zbie»no±¢ Xn
P−→ c.

(ii) Je±li Xn
p.n.−−→ X, to Xn

P−→ X.

(iii) Je±li Xn
P−→ X, to istnieje podci¡g Xni taki, »e Xni

p.n.−−→
i→∞
X.

(iv) Je±li r  s  1 i Xn
r−→ X, to Xn

s−→ X.

(iv) Je±li Xn
s−→ X dla pewnego s  1, to Xn

P−→ X.

Twierdzenie 2 (Sªabe prawo wielkich liczb). Niech X1, X2, . . . b¦dzie ci¡giem i.i.d.
zmiennych losowych takim, »e EXi = µ i EXi = σ2. Ponadto, niech

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn .
Wtedy, dla ka»dego ϵ > 0,

lim
n→∞

P
(∣∣∣∣Snn − µ

∣∣∣∣ > ϵ) = 0,
czyli

Sn
n

P−→ µ.

Dowód: Teza wynika natychmiast z nierówno±ci Czebyszewa. □
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Twierdzenie 3 (Centralne twierdzenie graniczne). Niech X1, X2, . . . b¦dzie ci¡giem
i.i.d. zmiennych losowych takim, »e EXi = µ i EXi = σ2 > 0. Ponadto, niech

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn .
Wtedy, dla ka»dego rzeczywistej staªej a,

lim
n→∞

P
(
Sn − µn
σ
√
n
< a

)
=
1√
2π

∫ a
−∞
e−t

2/2dt,

czyli
Sn − µn
σ
√
n

D−→ N (0, 1),

gdzie N (0, 1) jest zmienn¡ losow¡ o standardowym rozkªadzie normalnym.

Dowód powy»szego twierdzenia wykorzystuje funkcje charakterystyczne.

De�nicja. Funkcj¡ charakterystyczn¡ zmiennej losowej X nazywamy funkcj¦ φ : R → C
zde�niowan¡ wzorem

φ(t) = E(eitX) .

Twierdzenie 4 (Wªasno±ci funkcji charakterystycznej). Niech φX(t) b¦dzie funkcj¡
charakterystyczn¡ zmiennej losowej X.

(i) φX(0) = 1 i |φX(t)| ¬ 1 dla t ∈ R.
(ii) φX(t) jest ci¡gªa w ka»dym punkcie.
(iii) Je±li dla pewnego naturalnego k mamy E|X|k <∞, to

φX(t) =
k∑
j=0

E(Xj)
j!
(it)j + o(tk) ,

st¡d φ(k)(0) = ikE(Xk).
(iv) Je±li zmienne X1, X2, . . . , Xn s¡ niezale»ne, to

φX1+X2+···+Xn(t) = φX1(t)φX2(t) · · ·φXn(t) .

Twierdzenie 5 (Twierdzenie o ci¡gªo±ci). Niech X1, X2, . . . , b¦dzie ci¡giem zmiennych
losowych o funkcjach charakterystycznych φ1, φ2, . . . .

(i) Je±li Xn
D−→ X, to ci¡g φn(t) jest zbie»ny w ka»dym punkcie do funkcji charakterystycznej

φX(t) zmiennej losowej X.
(ii) Je±li dla ka»dego t ∈ R istnieje granica

φ(t) = lim
n→∞
φn(t)

i funkcja φ(t) jest ci¡gªa w zerze, to φ(t) jest funkcj¡ charakterystyczn¡ pewnej zmiennej

losowej X i Xn
D−→ X.

W szczególno±ci, dystrybuanta zmiennej losowej X jest jednoznacznie wyznaczona przez
jej funkcj¦ charakterystyczn¡ φ(t).

Uwaga. Zamiast funkcji charakterystycznej czasami mo»emy stosowa¢ funkcj¦ tworz¡c¡ mo-

menty zde�niowan¡ wzorem
MX(t) = E(etX) .

Ma ona t¦ zalet¦, »e jej przeciwdziedzin¡ jest zbiór liczb rzeczywistych, niemniej ma ona równie»
istotn¡ wad¦, która, w wielu przypadkach, czyni j¡ bezu»yteczn¡ � dla niektórych zmiennych
losowych MX(t) nie istnieje dla »adnego t ̸= 0 !


