RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA.
(GRANICE ZMIENNYCH LOSOWYCH. FUNKCJA CHARAKTERYSTYCZNA.

Definicja. Cigg zmiennych losowych X1, Xo, ... dgzy do zmiennej losowe; X wedlug roz-
ktadu (lub stabo), co zapisujemy

X, 2 X
gdy cigg dystrybuant F,, zmiennych losowych X,, dgzy do dystrybuanty F zmiennej losowej X
w kazdym punkcie ciggtosci F'.

Definicja. Cigg zmiennych losowych X1, X5, ... dgzy do zmiennej losowej X wedlug praw-
dopodobienistwa (lub wedlug miary albo X, jest zbiezny stochastycznie do X ), co za-
pisujemy
X, 4 X,
gdy dla kazdego € > 0
lim P(]X, — X|>¢) =0.

n—oo

Definicja. Cigg zmiennych losowych Xy, Xo, ... dgzy do zmiennej losowej X z prawdopo-
dobienstwem jeden (lub prawie na pewno), co zapisujemy

X, 7 X,
gdy
P{w: X,(v) = X(w)}) = 1.
Definicja. Cigg zmiennych losowych X1, Xs, ... dgzy do zmiennej losowej X wzgledem mo-

mentoéw rzedu r, co zapisujemy
X, = X,
gdy
lim E| X, — X|" — 0.

Twierdzenie 1.
(i) Jesli X, EiN X, to X, D, X. Jedli ponadto X jest funkcjq statq, tzn. P(X =c¢) =1, to
zbieznosé X, KN pocigga zbieznosé X, Loe
(i) Jesli X, 2% X, to X, & X.
(iii) Jesli X, LN X, to istnieje podcigg X,, taki, ze X,, i—’; X.
(iv) Jeslir>s>1i X, > X, to X,, > X.
(iv) Jesli X,, % X dla peunego s > 1, to X,, = X.

Twierdzenie 2 (SLABE PRAWO WIELKICH LICZB). Niech X1, Xs,... bedzie ciggiem i.i.d.
zmiennych losowych takim, ze EX; = pu i EX; = o%. Ponadto, niech

S,=X1+Xo+---+X,.
Wtedy, dla kazdego € > 0,
Sn
limIP’<’—;L‘ >e> =0,
n

czyli
Sn
n

P
— U.
Dowéd: Teza wynika natychmiast z nieréwnosci Czebyszewa. U
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Twierdzenie 3 (CENTRALNE TWIERDZENIE GRANICZNE). Niech Xy, Xo, ... bedzie ciggiem
i.i.d. zmiennych losowych takim, ze EX; = p i EX; = 0® > 0. Ponadto, niech
S, =X1+Xo+---4+X,.
Wiedy, dla kazdego rzeczywistej statej a,
Sp — 1 a
lim P [ 22— K" <al|= —/ 6_t2/2dt,
n—oo O'\/ﬁ 27T — 00

czyli

Sn_,un D
_— 1
o~ — N(0,1),

gdzie N'(0,1) jest zmienng losowq o standardowym rozktadzie normalnym.
Dowdd powyzszego twierdzenia wykorzystuje funkcje charakterystyczne.

Definicja. Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X nazywamy funkcje ¢ : R — C
zdefiniowang wzorem,

o(t) = E(c*X).
Twierdzenie 4 (WELASNOSCI FUNKCJI CHARAKTERYSTYCZNEJ). Niech ¢x(t) bedzie funkcjg
charakterystyczng zmiennej losowej X.
(i) ¢x(0) =114 |px(t)| <1 dlat € R.
(i) ¢x(t) jest cigglta w kazdym punkcie.
(iii) Jesli dla pewnego naturalnego k mamy E|X|* < oo, to
FE(XY)

ox(t) = > ) (it)? + o(t"),

stgd ) (0) = *E(X*).
(iv) Jesli zmienne X1, Xo, ..., X, sq niezalezne, to

X1+ Xot 4 X, (1) = Ox, (D) D, (1) - - P, () -

Twierdzenie 5 (TWIERDZENIE O CIAGLOSCI). Niech X1, X, ..., bedzie ciggiem zmiennych
losowych o funkcjach charakterystycznych ¢1, ¢a,. ...
(i) Jesli X, 2, X, to cigg ¢n(t) jest zbiezny w kazdym punkcie do funkcji charakterystycznej
dx(t) zmiennej losowej X.
(ii) Jesli dla kazdego t € R istnieje granica

6(t) = Tim 6,(1)
i funkcja ¢(t) jest ciggla w zerze, to ¢(t) jest funkcjq charakterystyczng pewnej zmiennej
losowe; X 1 X, 2 X.

W szczegdlnosci, dystrybuanta zmiennej losowej X jest jednoznacznie wyznaczona przez
jej funkcje charakterystyczng ¢(t).

Uwaga. Zamiast funkcji charakterystycznej czasami mozemy stosowac¢ funkcje tworzacag mo-
menty zdefiniowana wzorem

Mx (t) = E(e'¥).
Ma ona te zalete, ze jej przeciwdziedzing jest zbior liczb rzeczywistych, niemniej ma ona réwniez
istotnag wade, ktora, w wielu przypadkach, czyni ja bezuzyteczng — dla niektérych zmiennych
losowych My (t) nie istnieje dla zadnego ¢t # 0!



