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Kombinatoryka

Zestaw 11: Struktury kombinatoryczne

. Narysuj diagram Hassego dla relacji podzielnosci na zbiorze S = {1,2,...,10}. Wskaz

a) najwiekszy lanicuch,

b) najwiekszy antytaricuch,

¢) najmniejszy zbior tancuchéww pokrywajacych S,

d) najmniejszy zbior antytancuchow pokrywajacych S.

Porzadek interwatowy. X — dowolna rodzina obustronnie domknietych przedzialéw na prostej.

I =< J wgdy I = J lub prawy koniec I poprzedza lewy koniec J. Uzasadnié, ze jest to czeSciowy
porzadek.

Niech P(n) bedzie rodzing podzialéw zbioru {1,...,n} na niepuste podzbiory z relacja roz-
drobnienia. Uzasadnij, ze jest to porzadek cze$ciowy i narysuj diagram Hassego dla n = 5.

. Niech M (X) bedzie posetem wszystkich kombinacji z powtorzeniami (multizbioréw) ze zbioru

X. Zbior A € M(X) jest w pelni okreslony przez krotnosci r;(A) — liczby wystapien elementu
i w A, dla wszystkich i € X. Poréwnaé poset M (N) z posetem (N, |).

. Krata Younga nazywamy poset, ktorego elementami sa wszystkie nierosnace nieskoiiczone ciagi

liczb naturalnych i zer a = (a1 > ag >

> ...) o skoriczonej liczbie elementow niezerowych, przy
czym

Zatem elementy kraty Younga reprezentuja wszystkie nieuporzadkowane rozbicia liczb natural-
nych (element (0,0, ...) interpretujemy jako puste rozbicie (). Narysowaé¢ fragment diagramu
Hassego.

Udowodnij dualne twierdzenie Dilwortha. Wskazowka: wykorzystaj pojecie rzedu elementu
x € X zdefiniowane jako dlugo$¢ najdtuzszego taricucha wychodzacego z = (dtugosc = moc
minus 1).

Korzystajac z dualnego twierdzenia Dilwortha udowodnij lemat Dilwortha.
W oparciu o Lemat Dilwortha udowodnij twierdzenie Erdésa-Szekeresa.
Czy maksymalny tanicuch i maksymalny antytaricuch moga by¢ roztaczne ?

Podaé¢ przyklad 3 niepustych i réznych zbiorow Aj, Ay, A5 C [4], ktore nie maja systemu
réznych reprezentantow.

Niech Ay,...,A,, C X. Wywnioskuj z tw. Halla, ze jezeli dla kazdego S C [m] zachodzi
warunek

|UAZ| > |S|_d7

icS
to mozna znalezé r6znych reprezentantéow wszystkich oprocz co najwyzej d zbioréw.

Pokazaé, ze jezeli kazda z dziewczat zna doktadnie k (k > 1) chlopcow a kazdy chlopiec zna
doktadnie k dziewczat, to kazdej dziewczynie mozna przyporzadkowaé innego chlopca, ktorego
zna.

Udowodni¢, ze dla kazdego r > n/2 istnieje inickcja g, : (F) — (,¥,) taka, ze dla kazdego

A€ (%) mamy A D g, (A). )
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Uzasadnij, ze jesli system Spernera F sklada sie ze zbioréw mocy nie wiekszej niz k, 1 < k <
n/2, to |F| < (7).

Pokaz, ze najwicksza rodzina przecinajaca sie A C 2™ ma rozmiar 2"~!. Podaj przyklad
najwiekszej takiej rodziny (dla kazdego n > 2).

Niech A C (): ) bedzie rodzina przecinajaca sie. Pokaz, ze dla kazdej permutacji cyklicznej o
liczba x, zbiorow rodziny A bedacych segmentami permutacji o jest nie wieksza niz r.

X
r

Uzasadnij, ze tw. EKR (obie czesci) wynika z nastepujacej implikacji: jesli A C ( ) jest

przecinajacaca sie i |A| = (Z:i), to A = ():)x dla pewnego x € X.



