KOMBINATORYKA 1 — Struktury
kombinatoryczne

23 stycznia 2020

1 Zbiory czesciowo uporzadkowane

Niech X bedzie dowolnym zbiorem (niekoniecznie skoriczonym). Relacje
binarna =< na zbiorze X nazywamy czesSciowym porzadkiem, gdy jest ona
zwrotna, przechodnia i antysymetryczna, a pare (X, <) nazywamy zbiorem
czeSciowo uporzadkowanym lub, uzywajac angielskiego skrétu, posetem. Jezeli
r X yizx #y, topiszemy x < y. Zamiast z = y i x < y, mozemy pisac
rowniez y = x iy > x. Jezeli x <y lub y < x, to méwimy, ze elementy = i y
sa porownywalne.
Skoriczony zbior czesciowo uporzadkowany mozna reprezentowac za pomoca

grafu skierowanego.

Przyklad 1: Graf poréwnan
Niech X = {a,b,c,d,e, f,g,h}. Okreslmy relacje czeSciowego porzadku na
X w nastepujacy sposob:

a=ba=<caxda=ea=xf,a<xg,a=xh
b=<c,b=xd,b=e, b= f, b=<h

ce,c=Xf

d=<e d=<f,d=<h

exXf

g=f,9=2h

Ten czesciowo uporzadkowany zbiér (X, <) mozemy przedstawi¢ w postaci
grafu skierowanego zwanego grafem porownan, przyjmujac, ze jezeli x < y,



to istnieje tuk skierowany od wierzchotka x do wierzchotka y. Prosze ten graf
narysowac¢ na ¢wiczeniach.

Drugim, bardziej czytelnym, sposobem reprezentacji skoriczonego zbioru
czesciowo uporzadkowanego jest diagram Hassego. W celu jego opisania
musimy wprowadzi¢ pojecie bezposredniego nastepnika (lub poprzednika)
danego elementu. Otoéz, jezeli © < y oraz dla dowolnego z € X

(z22)A(z=2y) = (=2)V(z=y), (1)

to piszemy x = y i méwimy, ze y jest bezposrednim nastepnikiem elementu x
(lub x jest bezposrednim poprzednikiem elementu y).

Mozemy teraz przej$¢ do reprezentacji zbioru czesciowo uporzadkowanego
(X, =) za pomoca grafu skierowanego zwanego diagramem Hassego. Wierz-
cholki tego grafu odpowiadaja elementom nalezacym do zbioru X, przy czym
(x,y) jest tukiem grafu wtedy i tylko wtedy, gdy x jest bezposrednim poprzed-
nikiem y. Mozna jednak pomina¢ skierowanie krawedzi, przyjmujac zasade,
ze jesli x =y, to wierzchotek y znajduje sie na diagramie wyzej od wierz-
chotka x. Wéwczas © < y wtedy i tylko wtedy, gdy w diagramie Hassego
istnieje Siezka ,,w gére” od wierzchotka x do wierzchotka .

Przyklad 1 (cd). Diagram Hassego

Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym z przyktadu 1. Prosze
narysowaé diagram Hassego dla tego zbioru.

Przyklad 2. Podzbiory zbioru skonczonego

Niech X bedzie skoriczonym zbiorem, |X| = n. Wtedy B(n) = (2%, C) jest
posetem, zwanym tez krata boolowska. Narysowaé B(n) dla kilku malych
wartosci n.

Przyklad 3. Podzialy zbioru skonczonego na podzbiory

Niech X bedzie skoriczonym zbiorem, | X| = n, a II(X) rodzina wszystkich
podzialéw zbioru X na niepuste i parami roztaczne podzbiory (kolejnosé
podzbioréw nieistotna). Dla m,me € II, piszemy m < m, gdy podzial m;
jest rozdrobnieniem podzialu 7y, tzn. kazdy blok podziatu 7y jest podzbiorem
pewnego bloku podziatu my. Wtedy P(n) = (II(X), <) jest posetem. Narysowaé
P(n) dla kilku matych wartosci n.

Niech (X, <) bedzie dowolnym zbiorem czesciowo uporzadkowanym i niech
Y C X. Oznaczmy przez =<y obciecie porzadku < do zbioru Y. Wtedy
(Y, =y) jest tez posetem.



Przyklad 4. Liczby naturalne z relacja podzielnosci

Piszemy m|n gdy n jest podzielne przez m. Para (N, |) jest posetem. Narysowaé
diagram Hassego dla obciecia (Y, |y) posetu (N, |) do zbioru Y = {1,2,...,13}.

Jezeli <y jest porzadkiem liniowym (tzn. kazde dwa elementy nalezace
do Y sa poréwnywalne), to zbiér Y nazywamy tlaricuchem. Innymi stowy,
taricuch to zbidr, ktory jest liniowo uporzadkowany przez czesciowy porzadek.
W przypadku, gdy zadne dwa elementy zbioru Y nie sa poréwnywalne, to Y
nazywamy antytancuchem.

Przyktadami tancuchéw w zbiorze czesciowo uporzadkowanym z przyktadu
1 sa abe, abe, af, g, a antytancuchow: eh, g i cdg.

Twierdzenie 1 (Dualne Twierdzenie Dilwortha) W dowolnym skoriczonym
zbiorze cze$ciowo uporzadkowanym X minimalna liczba antytancuchow pokrywajgcych
zbior X jest rowna maksymalnej mocy tancucha.

Whiosek 1 (Lemat Dilwortha) Jesli | X| > ab+1 to X ma taricuch mocy
a+ 1 lub antytaricuch mocy b+ 1.

Na ¢wiczeniach prosze udowodni¢ twierdzenie 1 oraz wywnioskowac¢ wniosek
1 z twierdzenia 1. Wnioskiem z Wniosku 1 jest znany nam juz wynik.

Whniosek 2 (Tw. Erdésa i Szekeresa) Niech a,b beda liczbami natural-
nymi, n = ab + 1 1 niech x1,29,...,x, bedzie dowolnym ciggiem n liczb
rzeczywistych. Wowczas ciqg ten zawiera rosngcy (malejacy) podciag ztozony
za+1 elementow lub malejgcy (rosnacy) podciag ztozony z b+ 1 elementdw.

Dowod:  Wynika z Wniosku 1 zastosowanego do cze$ciowego porzadku, w
ktérym x; < x; wgdy ¢ < jix; < ;. [ |

Teraz podamy bez dowodu najwazniejsze twierdzenie tego rozdzialu. Jest
ono dualne do Dualnego Tw. Dilwortha.

Twierdzenie 2 (Twierdzenie Dilwortha, 1950) W dowolnym skorniczonym
zbiorze czeSciowo uporzadkowanym X minimalna liczba taricuchow pokrywajgcych
X jest rowna maksymalnej mocy antytancucha.



2 Systemy réznych reprezentantéow

Niech X bedzie zadanym zbiorem. Oznaczmy przez 2% rodzine wszyst-
kich podzbioréw zbioru X. Rodzing zbioréw albo hipergrafem nazywamy
uporzadkowana pare zbioréw (X, F), gdzie F C 2X. Systemem réinych
reprezentantow (SRR) rodziny (X, F), gdzie F = {Ay, As,..., Ay} nazy-
wamy cigg m roznych elementow, po jednym z kazdego zbioru A;. Na
przyktad, jezeli

Al = {274}7 A? = {17273}7 A3 = {27374}7 A4 = {174}7

to ciag (2,1,3,4) jest systemem réznych reprezentantéw tej rodziny. Za-
uwazmy przy okazji, ze pytanie z 1. wyktadu, czy mozna dopasowaé kandyda-
tow do stanowisk pracy w taki sposéb, by kazdy otrzymal prace zgodnie ze
swoimi uprawnieniami, jest pytaniem, czy dla rodziny zbioréw {s,i}, {s,d},
{s,d}, {m, s, c,i}, {b,1} istnieje system réznych reprezentantéw. Odpowiedz
brzmi, ze tak.

Z drugiej strony, rodzina zbioréw

Al - {172}7 A2 - {173}7 A3 = {174}7

A4 — {1,2,3}, A5 — {5, 6}, Aﬁ - {2,3},

nie ma systemu réznych reprezentantéw. Rzeczywiscie, wystarczy zauwazy¢,
ze cztery zbiory Ay, A, Ay i Ag maja tacznie tylko trzy rézne elementy.

Ta obserwacja pokazuje, ze aby rodzina F = {A;, As,..., A, } miala
system roznych reprezentantéw, kazda podrodzina rodziny F musi zawieraé
co nagmniej tyle elementow, ile zbiorow A; wchodzi w sktad tej podrodziny.
Dokladniej, jesli (x1, xa, . . ., T, ) jest systemem réznych reprezentantéw rodziny
zbioréw {Aj, As, ..., An}, to dla kazdego podzbioru indekséw S C [m] za-
chodzi warunek

> = [5].

U

1€S

U{Iz‘}

€S

Ten warunek konieczny jest jednoczesnie warunkiem dostatecznym, co
glosi stynne twierdzenie Halla.



Twierdzenie 3 (Hall, 1935) Rodzina F = {A1, As,..., An} ma system
rdznych reprezentantow wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego S C [m)]

4| =19 (2)
i€s

3 Systemy Spernera

Systemem Spernera (SS) podzbioréw zbioru X = [n] nazywamy rodzine

zbioréw, z ktérych zaden nie zawiera sie w drugim. Krétko, jest to antylancuch
posetu (2%, C).

Problem: Wyznaczy¢
a, = max{|F| : ([n], F) jest SS }

Jest to klasyczny problem ekstremalnej teorii zbiorow, ktérej celem jest wyz-
naczanie minimalnej badz maksymalnej mocy rodzin o zadanych wiasnosciach.

Zauwazmy, ze dla kazdego k mamy «,, > (Z), zatem

()~ ()

Twierdzenie 4 (Twierdzenie Spernera, 1928)

e (Lnjﬂ)

Dowdd: Niech X = [n]. Pokazemy, ze poset (2, C) mozna rozbi¢ na ( LnT/LQ J)
tanicuchéw, co na podstawie tw. Dilwortha zakonczy dowdd. Zauwazmy, ze

2X = r_, (¥) oraz, ze

()< () == (ag) = () == (20 = )

Stosujac tw. Halla mozna udowodnié¢ (¢w.) nastepujacy lemat.

Lemat 1 Dla kaZdego r < n/2 istnieje iniekcja f, ()f) — (rfl) taka, ze dla
kazdego A € ():) mamy A C f.(A). Podobnie, dla kazdego r > n/2 istnieje
iniekcja g, ()f) — (r)_{l) taka, ze dla kazdego A € (f) mamy A D g.(A).
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Ten lemat pozwala skonstruowac tancuchy L, .. .E( n
[n/2]

skojarzen (A, f.(A)) i (¢9,(A), A). W przypadku parzystego n, uzupelniamy
je o nieskojarzone elementy ze srodkowego poziomu (n)/(2) (zréb rysunek).

) przez zlepianie

Uogdlnieniem twierdzenia Spernera, ale za to z prostszym dowodem jest
nieréwnosé¢ LY M.

Twierdzenie 5 ( Lubell 1966, Yamamoto 1954, Mieszalkin 1963) Jesli
([n], F), gdzie F = {Aq, ..., A}, jest SS, a ar, = |F N ([Z])|, k=0,1,....,n, to

n

"1 ak <
2 =S

k

Dowdd blyskawiczny:  Niech II; bedzie zbiorem tych permutacji zbioru [n],
ktérych poczatkowy segment dlugosci | A;| sktada sie z elementéw zbioru A;,
1 =1,...,m. Poniewaz F jest SS, to zbiory I, ..., II,, sa parami roztaczne
i, co za tym idzie, |II;| + ... |IL,,| < n!l. Ponadto, tatwo obliczy¢, ze |II;]| =
|A;|'(n—|A;|)!. Dzielac stronami przez n!, otrzymujemy nieréwnosé LYM. B

Poniewaz
< Z
(Ln/ 2 \A |
to tw. Spernera wynika z nieréwnosci LYM.

4 Rodziny przecinajace sie

Rodzine A C 2% nazywamy przecinajoca sie, gdy dla dowolnych A, B € A
mamy A N B # (). Latwo pokazaé, ze najwieksza rodzina przecinajaca sie
A C 2" ma rozmiar 277! (éwiczenia).

Teraz ograniczymy sie tylko do zbioréw mocy r, to znaczy, do elementéw
rodziny ([:f]). Cala rodzina ([’;‘]) jest przecinajaca sie, gdy r > n/2, a gdy
r = n/2, to z kazdej pary zbiorow dopeliajacych sie A, A® trzeba odrzuci¢
jeden. Zatem, w tym przypadku najwieksza rodzina przecinajaca sie ma moc

1(™) = ("_}). Najciekawszy jest przypadek r < 2

Niech X = [n]. Dlax € X, oznaczmy przez (X) rodzine wszystkich ("711)
zbioréw rodziny ( ) ktére zawieraja element x. Oczywiscie, taka rodzina
jest przecinajaca sie, a co wiecej, jest maksymalna (w sensie zawierania) o
tej wlasnosci. Ponizsze, klasyczne twierdzenie pokazuje, ze jest to (jedyna co
do izomorfizmu) najwieksza rodzina przecinajaca sie.
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Twierdzenie 6 (Erdés, Ko, Rado, 1961) Niech 2 <r < n/2. Wtedy

(a) kazda przecinajaca sie rodzina A C (f) ma moc nie wiekszq niz (” %),

(b) ograniczenie to jest osiagniete tylko przez rodziny postaci ()f)x

Dowdd (Katona, 1972):  Udowodnimy tylko czesé¢ (a). Niech A C ()f)
bedzie przecinajaca sie rodzina zbioréw. Dla dowolnej permutacji cykliczne;j
o zbioru X (jest ich (n — 1)!), kazdy zbiér kolejnych elementéw nazywamy
segmentem. Niech x, bedzie liczba wszystkich zbioréw rodziny A bedacych
segmentami w permutacji cyklicznej o. Poniewaz A jest przecinajaca sie,
to z, < 1 (éw.). Z drugiej strony, kazdy zbiér mocy r jest segmentem w
doktadnie r!(n—r)! permutacjach cyklicznych. Stosujac metode dwukrotnego
przeliczania, otrzymujemy wiec réwnos¢é

Zmo |Alr!(n —r)!,

s o)
m

Prosze pokazaé na ¢wiczeniach, ze tw. 6 (obie czesci) wynika z nastepujacej
implikacji: jesli A jest przecinajaca sie i |A| = (Zj), to A = (f)m dla
pewnego x € X.

z ktérej wynika, ze



