Kombinatoryka

Zestaw 5: Rekurencje i funkcje tworzace

Do zadan 1-9 podaj odpowiedZ w postaci rekurencji.

1.

10.

11.

Na ile sposobéw mozna wciggnaé na n-metrowy maszt flagi trzech koloréw, jesli flagi czerwone
maja szerokos¢ dwoch metrow a pozostate jednego metra ?

Znajdz liczbe n-elementowych ciagéw ternarnych (tzn. o elementach ze zbioru {0, 1,2}), w kto-
rych liczba zer jest parzysta.

Wyznacz liczbe n-elementowych ciagéw ternarnych, w ktérych zadne dwie dwojki nie stoja
obok siebie.

. Przyjmijmy oznaczenie [n] = {1,2,...,n}. Ile jest uporzadkowanych par zbiorow (A;, As)

takich, ze Ay U Ay = [n], jezeli zakladamy, ze

a) zbiory sg roztaczne?

b) zbiory nie musza by¢ roztaczne ?

Ile jest nieuporzadkowanych par zbiorow {A;, Ao} takich, ze A; U As = [n], jezeli zakladamy,
ze

a) zbiory sa roztaczne ?

b) zbiory nie musza by¢ roztaczne ?

W pewnej populacji krolikow kazda para zdolna do rozrodu rodzi co miesiac trzy pary. W chwili

“zero” jest jedna nowonarodzona para. Zakladajac, ze kroliki sa zdolne do rozrodu po dwoéch
miesigcach od narodzin, wyznacz liczbe par krolikéw po n miesiacach.

Na ile sposobéw mozna wypetnié prostokat o wymiarach 2 x m kostkami o wymiarach 2 na 17

Podwojona wieza Hanoi sktada sie z 2n krazkéw, po dwa krazki w kazdym z n réznych roz-
miaréw. Zasady przenoszenia sg takie jak na wyktadzie: mamy trzy prety, nie mozna potozyé
wiekszego krazka na mniejszy. Jaka jest minimalna liczba ruchéw potrzebna do przeniesienia
wiezy z jednego preta na drugi?

Dana jest pewna liczba k > 2. Znajdz liczbe obszaréw a,, na jakie dzieli plaszczyzne n
prostych, z ktorych k jest rownoleglych, a pozostale przecinaja wszystkie proste. Zaktadamy,
ze zadne trzy proste nie przechodza przez jeden punkt. (Podaj rekurencje ze wzgledu na n,
zakladajac, ze k jest ustalone.)

Znajdz 2-parametrowe réwnanie rekurencyjne dla liczby g*(n, k) k-elementowych podzbiorow
zbioru [n] nie zawierajacych sasiednich liczb, przy czym 1 i n uwazamy za sasiednie.

Metoda rownan charakterystycznych rozwiaz rekurencje:

a) ag =—1,a1 =1, a, = 3ap—2 +2a,-1 dlan >2;

b) a1 =1,a2 =3, apy1 = %an_l —a, dlan>2.



12. Podaj wzor jawny na a,, jezeli zwykla funkcja tworzaca ciagu (a,) ma postac:

(1) f@) =52 (~a/3)!

@) o) = 2+ s+ 5%
(3) fla)= dm

(4) slw) = S (30 S5, ot/

1) fla) =5 na"*?

(2) h(z) = (22 — 32?%)? )

(3) hlz) = 352, e

1) flo) =4

(5) g(z)= Tha?

(6) g(x) =3 1390

(1) fla)=a’e®

®) gl@) =a X2 (1) + 22 Y0, (V472"

14. Metoda funkcji tworzacych rozwiaz rekurencje

a1 =-2, a,=5a,1—1, n>2.

15. Metoda funkcji tworzacych wyznacz D,,, jezeli

Dn:nDn,l—{—Z”, TL227 Dl =1.
16. Korzystajac z funkcji tworzacych, znajdz wzor jawny na a,,, jesli

1
ap=0,a1 =3, apy1 = Zan_l —ay, dlan > 1.

17. Metoda funkcji tworzacych wyznacz b, jezeli b, = 3nb,—; dlan >11by = 2.
18. Wyznacz funkcje tworzaca ciagu (a,,) spelniajacego rekurencje
Ap = Qp_o —3ap_1+4"—1, ag=1,a1 =0.
19. Znajdz réwnanie rekurencyjne dla liczby a, podzialéw zbioru [n] na trzy niepuste podzbiory
(kolejnosé nieistotna), a nastepnie znajdz wzor jawny na a,,.

20. Znajdz réwnanie rekurencyjne dla a,, — liczby sposobéw potaczenia w pary wierzchotkéw wy-
puklego 2n-kata za pomoca nieprzecinajacych sie odcinkow (boki, przekatne). Nastepnie,
korzystajac z rozwiazania przykladu na wykladzie (o nawiasach wyznaczajacych kolejnogé
mnozenia), znajdz wzor jawny na a,.



