Zaj@cia 4 Podstawowe pojecia i narzedzia informatyki

Analiza algorytméw. Szacowanie zlozonos$ci obliczeniowej.

Zlozono$¢ obliczeniowa (czasowa) algorytmu - zalezno$é pomie-
dzy rozmiarem danych wejSciowych a liczbg operacji elementarnych wyko-
nywanych w trakcie przebiegu algorytmu (podawana jako funkcja rozmiaru
danych).

Operacje elementarne to np. liczba poréwnan dwoch liczb w algorytmie
sortowania, liczba mnozen w algorytmie obliczania silni, liczba dzielen w
algorytmie sprawdzania czy dana liczba jest pierwsza, ogdlna liczba operacji
arytmetycznych wykonywanych przez dany algorytm itp..

Ztozono$¢ obliczeniowa jest jednym z najwazniejszych parametrow cha-
rakteryzujacych algorytm. Decyduje ona o efektywnosci calego programu.
Podstawowymi zasobami systemowymi uwzglednianymi w analizie algoryt-
moéw sa czas dzialania (zlozonos$¢ obliczeniowa algorytmu) oraz obszar zaj-
mowanej pamieci (ztozono$é pamieciowa algorytmu). Zlozono$¢ pamieciowa
wynika z liczby i rozmiaru struktur danych wykorzystywanych w algorytmie.
Zlozonos¢ algorytmu moze by¢ rozumiana w sensie ztozonosci najgorszego
przypadku lub ztozonoéci sredniej. Zlozonosé najgorszego przypadku nazy-
wamy zlozonoécia pesymistyczng - jest to maksymalna ztozonoéé dla danych
o zadanym rozmiarze n. Ztozono$é srednia lub oczekiwana to $rednia war-
tos¢ zlozonosci dla wszystkich probleméw rozmiaru n. Najczesciej algorytmy
maja ztozonosé czasows proporcjonalna do funkcji:

— log(n)- zlozonosé logarytmiczna,

— n - zlozono$é liniowa,

— nlog(n) - ztozono$é liniowo-logarytmiczna,
— n? - zlozonoé¢ kwadratowa,

— n¥ - zlozonosé¢ wielomianowa, (k > 2),

— 2" - zlozono$¢ wyktadnicza,

— n! - ztozono$é¢ wyktadnicza

Notacja asymptotyczna

Rzad wielkosci stuzy do opisu czasu dziatania algorytmu. Istnieja 3 no-
tacje stuzace do tego celu:

Funkcja asymptotycznie niewiqkszaﬂ od funkcji g(n) to taka funkcja
f N — R, dla ktérej istnieja ¢ > 01 ng € N, ze |f(n)| < c¢-|g(n)| dla
wszystkich n > ng.

Bedziemy tez czesto méwié, ze |f(n)| < ¢ - |g(n)| zachodzi dla prawie
wszystkich liczb naturalnych n. Zbiér funkcji asymptotycznie niewigkszych
niz g(n) oznaczamy przez O(g(n)).

Funkcja asymptotycznie niemniejsza od funkcji g(n) to taka funkcja
f: N — R, dla ktérej istnieja ¢ > 01 ng € N, ze ¢- [g(n)| < |f(n)| dla
wszystkich n > ng.

! na podstawie materiatéw http://mediawiki.ilab.pl/index.php/Matematyka_
dyskretna_1/Wyk/C5%82ad_9: _Asymptotyka
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Zbiér funkcji asymptotycznie niemniejszych niz g(n) oznaczamy przez
Q(g(n)).

Funkcja asymptotycznie podobna do funkcji g(n) to taka funkcja
f N — R, dla ktérej istnieja cp,c1 > 0ing € N, ze ¢o - |g(n)] < |f(n)] <
c1 - |g(n)| dla wszystkich n > ny.

Zbioér funkcji asymptotycznie podobnych do g(n) oznaczamy przez ©(g(n)).
A zatem O(g(n)) = O(g(n)) N Q(g(n)).

Odpowiednio w stosunku do wczesniej wypisanych funkcji powiemy, ze
ztozonosé obliczeniowa algorytmu wynosi (lub algorytm ,dziala w czasie”)
O(log(n)), O(n), O(nlog(n)), itd.

Gdzie np. logn € O(n) , n?> € Q(n) ,n € O(n) ,n € Qn) ,n € O(n),
20n € O(n).

Zadania na ¢wiczenia

Zadanie 1
Uporzadkowaé rosnaco wg rzedu nastepujace funkcje:
27 n2 (20090n% , nd3 —n? w3, 03402, 27, n20% nl nlogn , logn.
Czy ktores z tych funkcji sa réwnowazne wedlug rzedu (sa asymptotycznie
podobne)?
Znajdz i wykaz (udowodnij) zaleznosci pomiedzy funkcjami w notacji
asymptotycznej:
— 2n w odniesieniu do (20!)n,
— n? —n w odniesieniu do n? + n,
— logy, m w odniesieniu do n,
— 3" w odniesieniu do 2"
— n! w odniesieniu do 2"
Zadanie 2
Dla danej liczby n € N nalezy wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p < n.
Poréwnaé zlozonoéé obliczeniowa dwdch algorytméw realizujacych to zada-
nie:
— sprawdzamy kolejno dla kazdej liczby naturalnej 2 < k < n czy jest
liczbg pierwsza,
— sito Eratostenesa z listy 2,...,n wykreslamy kolejno: liczby podzielne
przez 2, liczby podzielne przez 3,...,
Czy mozna oba algorytmu zaimplementowa¢ w taki sposob, aby ich ztozo-
nosci byly réwne/rézne ?
Zadanie 3
Dany jest wielomian W (z) = ag + a1z + agz? + ... + ap_12" 1 + a,a™.
Chcemy obliczy¢ warto$é tego wielomianu w punkcie g, mozemy zrobié to
na dwa sposoby:
— obliczajac wprost warto$¢ W(xzo) = ag + a1z + asx® + ...+ apz™
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— korzystajac z tzw. schematu Hornera przeksztalcajac wielomian do po-
staci
W(z) = ag+x(ag +agx+...+ap 12" 2 + a2 t) =
= ao+z(a; +x(ag+...+ 12" + anx”_Q)) =

= ao+z(ar+z(ae+ ... +z(ap—1z+ay)...))

Wyznaczyé¢ zlozonosé obliczeniows algorytmu w stosunku do tego, gdy ja-
ko operacje elementarne przyjmiemy a) licze dodawan, b) liczbe mnozen,
c)liczbe wszystkich operacji arytmetycznych.

Zadanie 4

Dla algorytmoéw z zadan 2-5 z poprzednich zajeé oszacowaé ich zlozonosé

obliczeniows.

Informacje koncowe

Jedno zadanie na kolokwium bedzie obejmowalo uporzadkowanie funk-
cji wg rzedu i wskazanie zalezno$ci asymptotycznej pomiedzy wybranymi
parami oraz jedno zadanie na kolokwium bedzie obejmowalo oszacowanie
zlozonosci obliczeniowej jakiego$ algorytmu/algorytméw.
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