Rozwi@zania zadan z ¢éw. 4 Podstawowe pojecia i narzedzia informatyki

Zadania na ¢éwiczenia

Zadanie 1

Uporzadkowaé rosnaco wg rzedu nastepujace funkcje:
27 n? | (2009n?% , n® —n? 03 nd 0%, 27 20 nl nlogn , logn.
Czy ktores z tych funkcji sa réwnowazne wedlug rzedu (sa asymptotycznie
podobne)?

Znajdz i wykaz (udowodnij) zaleznosci pomiedzy funkcjami w notacji
asymptotycznej:
— 2n w odniesieniu do (20!)n,
— n? —n w odniesieniu do n? + n,
— logy m w odniesieniu do n,
— 3" w odniesieniu do 2"
— n! w odniesieniu do 2"

Rozwiagzanie

Uporzadkowanie:

logn , nlogn , n?, (2009)n2 , n? —n? 03, nd3 4+ n?2 2009 2n pl
on!

a) 2n € ©((20!)n). Poniewaz 3 ¢; = ﬁ’@ =1 takie, ze Vn > 1

e - (2000 = (2;,) (20 =n < 20 < 1- (2000 = ¢ - ((200)n.

b) n? —n € O(n? + n). Poniewaz 3 ¢; = 1,cp = 1 takie, ze (podanie
warunku na n jest bardzo wazne!) Vn > 3
1)

cl'(nZ—i—n):i-( 2in)<n?P—n<1-(n*+n)=cy-(n*+n).

—_

Gdzie nieréwnosé (1) jest prawdziwa Vn > 3 gdyz:

%-(2—1—71) < nf-n
1 1
§n2+§n < nf-n
3 1
oM < 5712 , (n>0) stad
3 < 1
2 2"
3 < n

c¢) logon € O(n). Poniewaz 3 ¢; = 1 takie, ze Vn > 1

(1)
loggn < n=1-n=c-n.

Gdzie nieréwno$é (1) jest prawdziwa Vn > 1 gdyz:

n = logy 2™ > logy n, (jest to réwnowazne do nier6wnosci) 2" > n, ktéra
jest prawdziwa, gdyz dlan = 1 mamy 2" = 2,n = 1, a dla kazdego kolejnego
n > 1 w ciggu 2" przemnazamy wartos¢ poprzedniego elementu przez 2 a
dla ciggu n dodajemy do poprzedniego elementu 1. Stad elementy z ciagu
2" musza mie¢ wickszg wartos¢ niz elementy z ciggu n.
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Mozna tez w tym miejscu narysowaé¢ wykres.

d) 3" € Q(2"). Poniewaz 3 ¢; = 1 takie, ze Vn > 1

n n(l) n
c1-2"=1-2" <3

Gdzie nier6wno$¢ (1) jest prawdziwa Vn > 1, gdyz dla n = 1 mamy
2" = 2,3" = 3, a dla kazdego kolejnego n > 1 w ciagu 2" przemnazamy war-
tos¢ poprzedniego elementu przez 2 a dla ciagu 3" przemnazamy wartosé
poprzedniego elementu przez 3. Stad dla kazdego n > 1 elementy z ciggu 3"
musza mie¢ wieksza warto$¢ niz elementy z ciagu 2™.

e) n! € Q(2") Poniewaz 3 ¢; = 5 takie, ze Vn > 1

1 )
01-2"25-2n<n!

Gdzie nier6wnosé (1) jest prawdziwa Vn > 1, gdyz dla n = 1 mamy
% -2" = 1,n! = 1, a dla kazdego kolejnego n > 1 w ciggu 2" przemnazamy
warto$¢ poprzedniego elementu przez 2 a dla ciggu n! przemnazamy wartosé
poprzedniego elementu przez n — 1 > 2. Stad dla kazdego n > 1 elementy z

ciggu n! musza mie¢ wiekszg warto$é niz elementy z ciggu 2".

Zadanie 2

Dla danej liczby n € N nalezy wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p < n.
Poréwnaé ztozonosé obliczeniowa dwoch algorytméw realizujacych to zada-
nie:
— sprawdzamy kolejno dla kazdej liczby naturalnej 2 < k < n czy jest

liczbg pierwsza,
— sito Eratostenesa z listy 2,...,n wykreslamy kolejno: liczby podzielne

przez 2, liczby podzielne przez 3,...,

Rozwigzanie

Odp : a) n%. b) nlnlnn (Inn = log, n)

Odpowiedz jak powyzej jest wystarczajaca na kolokwium. Ponizej uza-
sadnienie czemu jest to n? i nlnlnn.

a) Dla kazdej liczy od 2,..,n musimy wykonaé jakie$ dzialanie. Stad w
programie musi by¢ petla:

for i:=2 ton

W tej petli naszym zadaniem jest sprawdzi¢ czy dana liczba jest liczba
pierwsza. Czyli inaczej mowiac sprawdzié¢ czy dzieli si¢ przez jakas liczbe
z przedziatu 1,...,n — 1 (lub optymalniej z przedziatu 1, ..., /n) (w zadaniu
powinna by¢ podana doktadnie metoda sprawdzania podzielnosci - zatozymy
ze sprawdzamy podzielnos¢ przez wszystkie liczby od 1 do n — 1, gdyz jest
to prostsze do analizy). Stad w obrebie pierwszej petli wystapi¢ musi druga
petla sprawdzajaca podzielnosé:

for j:=1 to i-1
sprawdZ czy sie dzieli
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Sumarycznie nasz program bedzie wygladal nastepujaco (Uwaga! To nie
jest pseudokod algorytmu, tylko szkic jego postaci, inaczej méwiac tego co
ponizej nie mozna nazwaé pseudokodem algorytmu) :

for i:=2 to n {
for j:=2 to i-1 {
sprawdZ czy sie dzieli
3
{

Stad program wykonuje 1+2+ 3+ ...+ n — 1 operacji (odpowiednio spraw-

dzenie podzielnosci dla liczb 3,4,5,...,n). Ciag 1 +2+ 3+ ... +n — 1 sumuje
sie do @ = ”QT_" Wiemy, ze

jest réwna n?.

n2

5 € O(n?), stad zlozonosé algorytmu

b) Mamy dana tablice po ktérej przechodzimy wykreslajac wielokrot-
nosci liczb pierwszych. Dla kazdej liczy od 2,..,n musimy wykonaé jakies
dziatania. Stad w programie musi by¢ petla:

for i:=2 to n

W tej petli naszym zadaniem jest sprawdzi¢ czy dana liczba jest zaznaczona
jako ztozona ( ,wykreslona z tablicy” ). Jezeli tak to przechodzimy dalej jezeli
nie to wykreslamy z tablicy wszystkie liczby bedace wielokrotnoscia danej
liczby (poczawszy od jej kwadratu), dla kazdej liczby pierwszej i wykonuje-
my wiec 7 operacji. Podany algorytm wygladalby mniej wigcej nastepujaco:

jezeli i jest liczba pierwsza
for (j:= i*i; j<=n; j+=1i)
oznacz j-ta liczbe jako ziozong

Sumarycznie nasz program bedzie wygladal nastepujaco (Uwaga! To nie jest
pseudokod algorytmu, tylko szkic jego postaci.) :

for i:=2 ton

jezeli i jest liczbag pierwszag

for (j:= i*i; j<=n; j+=1i)

oznacz j-ta liczbe jako ztozZzona

Stad program dla kazdej liczby pierwszej ¢ wykona 7 operacji. Suma operacji
bedzie w tym wypadku réowna:

Z 2
, 0}
zé\/ﬁ

Wylaczajac n przed sume otrzymamy

1
n- Z —, gdzie 7 jest liczba pierwsza.
i<y’

Z Twierdzen z teorii liczb wiemy, ze 3, \/ﬁ% = Inlnn. Stad zlozonosé
obliczeniowa tego algorytmu wynosi nlnlnn.

Uwaga! Jako, ze rozwiazanie tego zadania wymaga wiedzy nadprogra-
mowej, zadanie tego typu na pewno nie pojawi si¢ na kolokwium. Zadanie
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z oszacowaniem zlozonosci bedzie zadaniem mniej wiecej takiej klasy jak
zadanie 3.

Zadanie 3

Dany jest wielomian W (z) = ap + a1z + asx® + ...+ ap_12" 1 + apz™.
Chcemy obliczy¢ warto$é tego wielomianu w punkcie zg, mozemy zrobié to
na dwa sposoby:
— obliczajac wprost wartosé W(zg) = ag + a12¢ + a2z® + ... + apz"
— korzystajac z tzw. schematu Hornera przeksztalcajac wielomian do po-

staci

W(zx) = ag+x(ag+asx+...+ 12" % + anx"_l) =
= ap+x(ag +zlag+ ...+ ap 12" + apz" ) =

= ao+x(ar +z(az+ ...+ x(an—12 +ay)...))

Wyznaczyé¢ ztozonosé obliczeniowa algorytmu w stosunku do tego, gdy jako
operacje elementarne przyjmiemy a) licze dodawan, b) liczbe mnozen, c)
liczbe wszystkich operacji arytmetycznych.

Rozwigzanie
Interesuje nas tylko to jakiego rzedu to sa funkcje a nie ich doktadne war-
tosci:
a) W I przypadku n. W II przypadku n.
b) W I przypadku n? (znéw jako suma 1+ 2 + ... +n). W II przypadku n.
c) W I przypadku n?. W II przypadku n.

Zadanie 4
Sortowania n?.
Wyszukiwanie binarne log, n (gdyz w kazdym kroku dzielimy przedzial
wyszukiwania na dwa).
Wyznaczenie F,, - iteracyjnie n operacji, nie bedziemy si¢ zajmowac sza-
cowaniem ztozonosci alg. rekurencyjnych.

Informacje koncowe

Jedno zadanie na kolokwium bedzie obejmowalo uporzadkowanie funk-
cji wg rzedu i wskazanie zaleznoSci asymptotycznej pomiedzy wybranymi
parami oraz jedno zadanie na kolokwium bedzie obejmowato oszacowanie

zlozonosci obliczeniowej jakiego$ algorytmu/algorytméw.
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