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5. OBCHODY EULERA.

5.1. Obchody Eulera.

Szlak, który zawiera każda↪ krawe↪dź grafu G jest nazywany szlakiem
Eulera grafu G.

Obchód grafu G to skończony, domknie↪ty spacer przechodza↪cy przez
każda↪ krawe↪dź G przynajmniej jeden raz.

Obchód Eulera jest obchodem zawieraja↪cym każda↪ krawe↪dź grafu G
dokÃladnie jeden raz (jest to po prostu domknie↪ty szlak Eulera).

Graf nazywamy eulerowskim (grafem Eulera) jeżeli zawiera obchód
Eulera.

Graf nazywamy póÃleulerowskim jeżeli zawiera szlak Eulera.

Twierdzenie 5.1. Niepusty spójny graf jest eulerowski wtedy i tylko wte-
dy, gdy nie posiada wierzchoÃlków o nieparzystym stopniu.

Wniosek 5.1. Graf spójny ma szlak Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy ma
co najwyżej dwa wierzchoÃlki stopnia nieparzystego.

5.2. Problem Chińskiego Listonosza.

Listonosz odbiera przesyÃlki z poczty, dostarcza je a naste↪pnie wraca
na poczte↪. Musi oczywíscie przej́sć przez każda↪ ulice↪ w swoim rejonie
przynajmniej raz. Ze wzgle↪du na ten warunek pragnie wybrać obchód
w taki sposób by jak najmniej spacerować. Powyższy problem znany jest
jako ,,problem chińskiego listonosza”, od chińskiego matematyka Kuana,
który go rozpatrywaÃl (1962). W grafie z wagami definiujemy wage↪ ob-
chodu

v0e1, v1e2, . . . , env0

jako
∑n

i=1 w(ei). Oczywíscie, problem chińskiego listonosza sprowadza
sie↪ do znalezienia obchodu o minimalnej wadze w spójnym grafie o nie-
ujemnych wagach. Jeżeli G jest eulerowski, to obchód Eulera jest op-
tymalny, ponieważ jest obchodem przechodza↪cym przez każda↪ krawe↪dź
dokÃladnie jeden raz. Problem chińskiego listonosza ma wówczas proste
rozwia↪zanie, ponieważ istnieje prosty algorytm znajdowania obchodu Eu-
lera w eulerowskim grafie.
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Algorytm Fleury’ego
• Wybierz dowolny wierzchoÃlek v0 i podstaw W0 = v0

• Przypuśćmy, że szlak Wi = v0e1v1e2 . . . eivi zostaÃl wybrany. Wybierz
krawe↪dź ei+1 z E − {e1, e2, . . . , ei} tak, by

(i) ei+1 byÃla incydentna z vi

(ii) ei+1 nie byÃla krawe↪dzia↪ cie↪cia grafu Gi = G − {e1, . . . , ei} chyba,
że nie ma innej alternatywy

• STOP jeżeli krok 2 nie może być wykonany.

Algorytm Fleury’ego konstruuje oczywíscie szlak. Co wie↪cej prawdziwe
jest twierdzenie:

Twierdzenie 5.2. Jeżeli G jest grafem eulerowskim to dowolny szlak
w G skonstruowany przy pomocy algorytmu Fleury’ego jest obchodem Eu-
lera grafu G.

Jeżeli graf G nie jest eulerowski, to każdy obchód grafu G, w szczegól-
ności optymalny obchód, ,,przechodzi” po niektórych krawe↪dziach wie↪cej
niż jeden raz.
Wprowadźmy operacje↪ duplikowania krawe↪dzi. O krawe↪dzi e, o wadze
w(e), mówimy, że zostaÃla zduplikowana, jeżeli jej końce poÃla↪czylísmy
nowa↪ krawe↪dzia↪ o wadze w(e).

Możemy przeformuÃlować problem Chińskiego Listonosza w naste↪puja↪cy
sposób: dany jest graf G o nieujemnych wagach na krawe↪dziach:

(I) Znaleźć za pomoca↪ duplikowania krawe↪dzi eulerowski ważony nad-
graf G∗ grafu G taki, że

∑

e∈E(G∗)−E(G)

w(e) jest najmniejsza z możliwych

(II) Znaleźć obchód Eulera w G∗.
medskip
Dla rozwia↪zania (II) mamy dobry algorytm Fleury’ego. Efektywny

algorytm rozwia↪zania (I) podali w 1973 Edmonds i Johnson.

Niech V − be↪dzie zbiorem wierzchoÃlków stopnia nieparzystego grafu G,
a M zbiorem spacerów grafu G, które kojarza↪ w pary wierzchoÃlki z V −

i ewentualnie cykli na wierzchoÃlkach stopnia parzystego. Zauważmy, że
mamy zawsze parzysta↪ ilość wierzchoÃlków stopnia nieparzystego i

|M | = 1
2
|V −|+ # cykli.
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Oznaczmy przez graf G+(M) multigraf (graf z krawe↪dziami wielokrot-
nymi) otrzymany z G poprzez duplikacje↪ krawe↪dzi spacerów i cykli z M ,
a dokÃladniej zasta↪pienie każdej krawe↪dzi grafu G wia↪zka↪ k + 1 krawe↪dzi
o takiej samej wadze, jeżeli krawe↪dź ta zostaÃla wykorzystana k razy
w spacerach i cyklach z M (0 jeżeli nie byÃla ona wykorzystana). ÃLatwo
pokazać, że

Twierdzenie 5.3. Dla dowolnego obchodu grafu G istnieje zbiór M spa-
cerów grafu G kojarza↪cych wierzchoÃlki stopnia nieparzystego, i ewen-
tualnie cykli na wierzchoÃlkach stopnia parzystego, taki że graf G+(M)
zawiera obchód eulerowski odpowiadaja↪cy temu wyj́sciowemu obchodowi.
Odpowiedniość ta polega na tym, że jeżeli wyj́sciowy obchód przechodziÃl
przez krawe↪dź l razy, to w grafie G+(M) w miejscu tej krawe↪dzi istnieje
wia↪zka l krawe↪dzi. Prawdziwe jest również twierdzenie odwrotne.

Z powyższego twierdzenia wynika mie↪dzy innymi fakt, że dla optymal-
nego obchodu grafu G istnieje zbiór ścieżek M kojarza↪cych wierzchoÃlki
stopnia nieparzystego w pary, takich że suma wag krawe↪dzi tych ścieżek
jest minimalna i obchód Eulera grafu G+(M) jest rozwia↪zaniem prob-
lemu chińskiego listonosza. W szczególnym przypadku, gdy graf G ma
dokÃladnie dwa wierzchoÃlki u i v stopnia nieparzystego rozwia↪zanie (I)
sprowadza sie↪ do znalezienia (u, v)-́scieżki o minimalnej wadze i duplikacji
jej krawe↪dzi.

Algorytm rozwia↪zuja↪cy problem chińskiego listonosza

Krok 1: Korzystaja↪c z algorytmu znajdowania najkrótszych ścieżek wyz-
naczamy macierz A|V −|×|V −|, gdzie Aij jest waga↪ najkrótszej ścieżki
z vi do vj , vi, vj ∈ V −;

Krok 2: Na podstawie macierzy A znajdujemy skojarzenie ścieżkowe M ,
zbiór ścieżek kojarza↪cych w pary wierzchoÃlki z V −, takich że suma
wag krawe↪dzi tych ścieżek jest minimalna (zauważmy, że w kroku
tym szukamy optymalnego skojarzenia w grafie na zbiorze wierz-
choÃlków V − o macierzy wag A);

Krok 3: Duplikujemy krawe↪dzie z M . Stosujemy algorytm Fleury’ego dla
otrzymanego w ten sposób grafu G+(M).
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Zadanie.

Znaleźć optymalny obchód - rozwia↪zanie problemu chińskiego listonosza,
dla grafu danego macierza↪ wag:

W =




∞ 5 ∞ ∞ ∞ 6 ∞ ∞ ∞
5 ∞ 6 ∞ ∞ 5 6 ∞ ∞
∞ 6 ∞ 6 ∞ ∞ ∞ 6 ∞
∞ ∞ 6 ∞ 4 ∞ ∞ 10 7
∞ ∞ ∞ 4 ∞ ∞ ∞ ∞ 4
6 5 ∞ ∞ ∞ ∞ 7 ∞ ∞
∞ 6 ∞ ∞ ∞ 7 ∞ 18 ∞
∞ ∞ 6 10 ∞ ∞ 18 ∞ 9
∞ ∞ ∞ 7 4 ∞ ∞ 9 ∞





