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5. OBCHODY EULERA.

5.1. Obchody Eulera.

Szlak, ktéry zawiera kazda krawedz grafu G jest nazywany szlakiem
FEulera grafu G.

Obchod grafu G to skonczony, domkniety spacer przechodzacy przez
kazda krawedz G przynajmniej jeden raz.

Obchod FEulera jest obchodem zawierajacym kazda krawedz grafu G
dokladnie jeden raz (jest to po prostu domkniety szlak Eulera).

Graf nazywamy eulerowskim (grafem Eulera) jezeli zawiera obchdd
Eulera.

Graf nazywamy pdteulerowskim jezeli zawiera szlak Eulera.

Twierdzenie 5.1. Niepusty spojny graf jest eulerowsks wtedy 1 tylko wte-
dy, gdy nie posiada wierzchotkow o nieparzystym stopniu.

Whniosek 5.1. Graf spojny ma szlak Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy ma
co najwyze] dwa wierzchotki stopnia nieparzystego.

5.2. Problem Chinskiego Listonosza.

Listonosz odbiera przesylki z poczty, dostarcza je a nastepnie wraca
na poczte. Musi oczywiscie przejs¢ przez kazda ulice w swoim rejonie
przynajmniej raz. Ze wzgledu na ten warunek pragnie wybra¢ obchod
w taki sposéb by jak najmniej spacerowa¢. Powyzszy problem znany jest
jako ,,problem chinskiego listonosza”, od chinskiego matematyka Kuana,
ktéry go rozpatrywal (1962). W grafie z wagami definiujemy wage ob-
chodu

Vp€1,V1€2,... ,ERLVQ

jako "7 w(e;). Oczywiscie, problem chinskiego listonosza sprowadza
sie do znalezienia obchodu o minimalnej wadze w spdjnym grafie o nie-
ujemnych wagach. Jezeli G jest eulerowski, to obchéd Eulera jest op-
tymalny, poniewaz jest obchodem przechodzacym przez kazda krawedz
doktadnie jeden raz. Problem chinskiego listonosza ma wéwczas proste
rozwiazanie, poniewaz istnieje prosty algorytm znajdowania obchodu Eu-
lera w eulerowskim grafie.
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Algorytm Fleury’ego

e  Wybierz dowolny wierzcholek vy i podstaw Wy = vg

° Przypusémy, ze szlak W, = vgeqvies . .. e;v; zostat wybrany. Wybierz
krawedz e; 11 z E — {e1,ea,... ,¢;} tak, by

(i) e;+1 byla incydentna z v;

(ii) e;+1 nie byta krawedzia ciecia grafu G; = G — {eq,... ,e;} chyba,
ze nie ma innej alternatywy

e STOP jezeli krok 2 nie moze by¢ wykonany.

Algorytm Fleury’ego konstruuje oczywiscie szlak. Co wiecej prawdziwe
jest twierdzenie:

Twierdzenie 5.2. Jezeli G jest grafem eulerowskim to dowolny szlak
w G skonstruowany przy pomocy algorytmu Fleury’ego jest obchodem Fu-
lera grafu G.

Jezeli graf GG nie jest eulerowski, to kazdy obchod grafu G, w szczegdl-
nosci optymalny obchéd, ,,przechodzi” po niektorych krawedziach wiecej
niz jeden raz.

Wprowadzmy operacje duplikowania krawedzi. O krawedzi e, o wadze
w(e), méwimy, ze zostala zduplikowana, jezeli jej korice potaczylisSmy
nowa krawedzia o wadze w(e).

Mozemy przeformutowac problem Chinskiego Listonosza w nastepujacy
sposob: dany jest graf G o nieujemnych wagach na krawedziach:

(I) Znalez¢ za pomoca duplikowania krawedzi eulerowski wazony nad-
graf G* grafu G taki, ze

Z w(e) jest najmniejsza z mozliwych
e€E(G*)—E(G)

(IT) Znalezé obchéd Eulera w G*.

medskip

Dla rozwiazania (II) mamy dobry algorytm Fleury’ego. Efektywny
algorytm rozwiazania (I) podali w 1973 Edmonds i Johnson.

Niech V'~ bedzie zbiorem wierzchotkéw stopnia nieparzystego grafu G,
a M zbiorem spaceréw grafu G, ktore kojarza w pary wierzchotki z V'~
i ewentualnie cykli na wierzchotkach stopnia parzystego. Zauwazmy, ze
mamy zawsze parzysta ilos¢ wierzchotkéw stopnia nieparzystego i

1
M| = 5[V7| +# cykli
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Oznaczmy przez graf G (M) multigraf (graf z krawedziami wielokrot-
nymi) otrzymany z G poprzez duplikacje krawedzi spaceréw i cykli z M,
a dokladniej zastapienie kazdej krawedzi grafu G wiazka k + 1 krawedzi
o takiej samej wadze, jezeli krawedz ta zostala wykorzystana k razy
w spacerach i cyklach z M (0 jezeli nie byta ona wykorzystana). Latwo
pokazac, ze

Twierdzenie 5.3. Dla dowolnego obchodu grafu G istnieje zbior M spa-
cerow grafu G kojarzacych wierzchotki stopnia nieparzystego, i ewen-
tualnie cykli na wierzchotkach stopnia parzystego, taki ze graf G (M)
zawiera obchod eulerowski odpowiadajacy temu wyjsSciowemu obchodow:r.
Odpowiedniosé ta polega na tym, zZe jezeli wyjsciowy obchod przechodzit
przez krawed? 1 razy, to w grafie GT (M) w miejscu tej krawedzi istnieje
wigzka | krawedzi. Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne.

7 powyzszego twierdzenia wynika miedzy innymi fakt, ze dla optymal-
nego obchodu grafu G istnieje zbiér $ciezek M kojarzacych wierzchotki
stopnia nieparzystego w pary, takich ze suma wag krawedzi tych Sciezek
jest minimalna i obchéd Eulera grafu G* (M) jest rozwiazaniem prob-
lemu chinskiego listonosza. W szczegdlnym przypadku, gdy graf G ma
dokladnie dwa wierzcholki u i v stopnia nieparzystego rozwiazanie (I)
sprowadza sie do znalezienia (u, v)-Sciezki o minimalnej wadze i duplikacji
jej krawedzi.

Algorytm rozwiazujacy problem chinskiego listonosza

Krok 1: Korzystajac z algorytmu znajdowania najkrétszych Sciezek wyz-
naczamy macierz Ay - |x|v -, gdzie A;; jest waga najkrotszej sciezki
zv; do vy, wv,v; €V

Krok 2: Na podstawie macierzy A znajdujemy skojarzenie Sciezkowe M,
zbidr Sciezek kojarzacych w pary wierzchotki z V' —, takich ze suma
wag krawedzi tych $ciezek jest minimalna (zauwazmy, ze w kroku
tym szukamy optymalnego skojarzenia w grafie na zbiorze wierz-
chotkéow V'~ o macierzy wag A);

Krok 3: Duplikujemy krawedzie z M. Stosujemy algorytm Fleury’ego dla
otrzymanego w ten sposéb grafu G*(M).
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Zadanie.

Zmnalez¢ optymalny obchdd - rozwiazanie problemu chinskiego listonosza,
dla grafu danego macierza wag:
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