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Funkcje zdaniowe 1 kwantyfikatory

7. Funkcje zdaniowe i kwantyfikatory

Rozwazmy proste formuty matematyczne:
V.ix>0=x+1>0),3.(x*=2x)

W tych formutach wystepuja kwantyfikatory:

¥ - kwantyfikator ogolny (generalny, uniwersalny)

1 - kwantyfikator szczegdtowy (egzystencjalny, 1stnienia)
Inne symbole kwantyfikatorow: /A (ogélny), \/ (szczegoétowy)

Kwantyfikator wystepuje zawsze w potaczeniu ze zmienna: Vv,, d,.
Jest to kwantyfikacja, ale mozna tez nazywac ten ztozony symbol
kwantyfikatorem.

¥, czytamy: dla kazdego x, 4, czytamy: istnieje x (takie, ze)

Np. 3,(x* = 2x) czytamy: istnieje x takie, ze x* = 2x.




Funkcje zdaniowe 1 kwantyfikatory

Funkcja zdaniowa (lub: forma zdaniowa) jest to wyrazenie,
zawierajace zmienne, ktore staje sie zdaniem, gdy za zmienne
podstawimy wyrazenia o ustalonym znaczeniu (stale). W
matematyce funkcje zdaniowa nazywamy tez warunkiem.

Np. x > 0 = x + 1 > 0 stanie si¢ zdaniem prawdziwym, gdy za x
podstawimy nazwe¢ dowolnej liczby rzeczywiste;.

2>0=>2+1>0, -5>0=-5+1>0

x* = 2x stanie sie zdaniem prawdziwym, gdy za x podstawimy 0
albo 2, a zdaniem fatszywym, gdy podstawimy nazwe¢ innej liczby.

Kazda zmienna reprezentuje obiekty okreslonego rodzaju (typu). W
powyzszych przykiadach, zmienna x reprezentowata liczby
rzeczywiste, ale w X C Y 1 x € X zmienne X, Y reprezentuja zbiory.

Zb10r wszystkich obiektow, reprezentowanych przez zmienna,
nazywamy zakresem te] zmiennej.




Funkcje zdaniowe 1 kwantyfikatory

Za zmienne danego typu nalezy podstawiaC nazwy obiektow tego
samego typu, np. za zmienne reprezentujace liczby nazwy liczb, a za
zmienne reprezentujace zbiory nazwy zbiorow.

Zdanie lub funkcj¢ zdaniowa napisana calkowicie symbolicznie
nazywamy formuta (zdaniowa).

W powyzszych przyktadach wystepowaty formuty atomowe x > 0,
x+1>0,x*=2x,XCY, x € X, ktére nie zawieraja spéjnikéw
logicznych, ani kwantyfikatorow.

Formuty atomowe sktadaja si¢ z symbolu predykatu zastosowanego
do argumentow.

W logice predykatem nazywamy stosunek (relacje), np. rownosci,
mniejszosci, rownolegtosci (prostych), zawierania (zbiorow),
nalezenia (elementu do zbioru). Rozwaza si¢ tez relacje
jednoargumentowe 1 wieloargumentowe, np. “... jest liczba

29  ¢¢

parzysta”,

29

... Jest dzieckiem ... 1....”.
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Funkcje zdaniowe 1 kwantyfikatory

Wyrazenia x + 1, x*, 2x, czyli 2 - x, wystepujace w formutach
atomowych jako argumenty symbolu predykatu, sa funkcjami
nazwowymi. Staja si¢ nazwami konkretnych obiektow, gdy za

zmienne podstawimy nazwy obiektow, np. 2 + 1 jest ztozona nazwa
liczby 3, 22 liczby 4, 2 - 3 liczby 6.

Do funkcji nazwowych zaliczamy tez zmienne, reprezentujace
elementy pewnej dziedziny, a takze state nazwy tych elementow, np.
0, 1, . Ztozone funkcje nazwowe tworzymy za pomoca symboli

dziatan, np. +, -, 2.

W teoril mnogosci zbiory traktujemy jako elementy klasy
wszystkich zbiorow, a wigc funkcjami nazwowymi sa np.

X, Y, XUY XNY, atakze wyrazenia state, np. @, R (symbol dla
zbioru liczb rzeczywistych).

W logice funkcja nazwowa napisana caltkowicie symbolicznie jest
nazywana termemi.




Funkcje zdaniowe 1 kwantyfikatory

Ogolna postac¢ formutly atomowej: P(¢,...,t,), gdzie P jest
symbolem predykatu n—argumentowego, a kazde t; jest termem.

Symbole predykatow dwuargumentowych piszemy zwykle
pomi¢dzy argumentami (notacja infiksowa), np. x = y zamiast
= (x,y). Symbole predykatow jednoargumentowych 1
wieloargumentowych piszemy przed argumentami (notacja
prefiksowa), np. P(x), R(x,y, 2).

Formuly zlozone sa zbudowane z formul atomowych za pomoca
spojnikow logicznych 1 kwantyfikatorow.

Literami @, Y, y oznaczamy dowolne formuty.

Kwantyfikatory wiaza zmienne. W formutach postaci V, ¢ 1 d,¢
kazde wystapienie zmiennej x jest zwigzane.

Zmienna, wyst¢pujaca w danej formule, lecz nie zwiazana
kwantyfikatorem, nazywamy wolng w tej formule.




Funkcje zdaniowe 1 kwantyfikatory

Przyktad. W formule x > 0 = 3,(y > 0) zmienna x jest wolna, a
zmienna y zwlazana.

W formule V,(x > 0 = 3,(y > 0 A x > y)) obie zmienne sa
zwiazane. Formutg bez zmiennych wolnych nazywamy zdaniem
(albo: formutq domknietq).

Wartos¢ logiczna formutly na ogot zalezy od wartoSci zmiennych
wolnych, lecz nie zalezy od wartoSci zmiennych zwiazanych.

Przyklady. WartosSC logiczna formuly x < y w zbiorze liczb
rzeczywistych zalezy od wartoSci zmiennych x, y (obie sa wolne).

Wartosc¢ logiczna formutly 4,(x < y) w zbiorze nieujemnych liczb
catkowitych zalezy od wartosci zmiennej wolnej y: formuta jest
prawdziwa dla y > 1, lecz falszywa dla y = 0. Zmiennej x, ktora jest
zwiazana, nie nadajemy z gory zadnej okreslonej wartosci.




Funkcje zdaniowe 1 kwantyfikatory

Zjawisko wiazania zmiennych nie wyst¢puje w rachunku zdan. W
matematyce jednak czesto spotykamy operatory, wiazace zmienne.

Przyklad. W wyrazeniu Y=; (k + m) zmienna k jest zwiazana, a
zmienna m jest wolna. WartoS¢ tego wyrazenia zalezy od wartosci
m, lecz nie zalezy od wartosci k. Faktycznie, w ponizszej
prawdziwe] rOwnosci k nie wystepuje po prawej stronie.

k=3

Z(k+m) —(1+m)+@Q+m)+(3+m)

k=1
Inny przykiad: {x € R : x > 0} - zmienna x jest zwiazana.




Funkcje zdaniowe 1 kwantyfikatory

Dowolna formul¢ mozemy oznaczycC przez ¢(x4, ..., x,) (zamiast ¢
mozna uzycC iy, y itp.).

Wtedy o(t4, ..., 1t,) oznacza wynik podstawienia termu #; za zmienna
xidlai=1,...,nwo(xq,...,Xx,).

Bardziej precyzyjne jest oznaczenie ¢[x;/t,..., x,/t,], podobnie jak
w rachunku zdan, ale bedziemy stosowac popularne oznaczenie,
wprowadzone powyzej.

Kwantyfikator, podobnie jak negacja, jest operatorem dziatajacym
na jedna formule (argument kwantyfikatora). Przyyjmujemy, ze ma te¢
sama sit¢ wiazania, co negacja (czyli najwigksza).

Np. V,.P(x) = P(a) rozumiemy jako (V,P(x)) = P(a). Gdy chcemy,

zeby argumentem kwantyfikacji byla cata implikacja, musimy
napisacC vV, (P(x) = P(a))




Funkcje zdaniowe 1 kwantyfikatory

W matematyce cz¢sto stosujemy kwantyfikatory, w ktorych zakres
zmienne] podlegajacej kwantyfikacji jest ograniczony pewnym
warunkiem, np. V,ca, ds-o (kwantyfikatory ograniczone). Ogolnie:

VoW (x), czytamy: dla kazdego x, spetniajacego ¢(x), ¥(x)
d,0¥(x), czytamy: istnieje x, spelniajace ¢(x) 1 takie, ze ¥(x)

Kwantyfikatory ograniczone mozna zawsze zastapic
kwantyfikatorami bez ograniczen, stosujac prawa eliminacji
kwantyfikatorOw ograniczonych.

Vo (x) & Vi(p(x) = ¢(x))

Elgo(x)'ﬁ(x) = EIX(QD(X) A w(x))

Przyklad. Formuta V,.od,.0(x > y) jest logicznie rownowazna (na
mocy tych praw) formule:

Vi(x>0= 3,y >0Ax>Yy).
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Funkcje zdaniowe 1 kwantyfikatory

Przyklad. Arystoteles (384-322 p.n.e.) opisat zwiazki logiczne
miedzy tzw. zdaniami kategorycznymi.

Zdania ogolne: kazde S jest P, zadne S nie jest P
Zdania szczegotowe: niektore S sa P, niektore S nie sa P

W tych zdaniach litery §, P reprezentuja terminy (nazwy) ogolne,
np. student, cztowiek, kon, zielony, dziki.

Przyktady: kazdy student jest cztowiekiem, zaden cziowiek nie jest
koniem, niektore konie (nie) sa dzikie.

We wspolczesnej logice interpretujemy te zdania jako formuty z
kwantyfikatorami.

kazde S jest P: Vgn)P(x), czyli V(S (x) = P(x))
zadne S nie jest P: Vg~ P(x), czyll ¥,(S (x) = —P(x))
niektore S sa P: dgnP(x), czyll 3,(S (x) A P(x))
niektore S nie sg P: dg—P(x), czylt 4,(S (x) A =P(x))
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Funkcje zdaniowe 1 kwantyfikatory

Jezeli zakres zmiennej x jest zbiorem skonczonym, ktorego
elementami sa obiekty aq, a,, . .., a,, to kwantyfikatory mozna
zastapi€¢ wielocztonowymi koniunkcjamai 1 alternatywami.

Vip(x) © @lar) A gla) A --- A play,)
dp(x) © @la) Ve(az) V-V lay,)

W przypadku, gdy zakres zmiennej x jest zbiorem nieskonczonym,
po prawej stronie takich praw wystgpowalyby nieskonczone
koniunkcje 1 alternatywy. W logice nie dopuszczamy formut
nieskonczonej dlugosci.

Kwantyfikator ogélny pozwala wyrazi¢ dowolna (takze
nieskonczona) koniunkcje ¢(a;) A ¢(ax) A ¢(az) A - - -, gdzie
ai,a, as, ... sa wszystkimi elementami zakresu zmiennej x, przez
skonczona formute V,¢(x). Podobnie kwantyfikator szczegétowy
pozwala wyrazi€ analogiczna alternatywe przez skonczona formute.
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Prawa dla kwantyfikatorow

8. Prawa dla kwantyfikatorow

Definicja 10. Prawem logiki nazywamy formutg, ktora jest
prawdziwa w kazdej dopuszczalnej interpretacji tej formuty, dla
wszystkich mozliwych wartosci zmiennych wolnych.

Dopuszczalna interpretacja polega na:

- ustaleniu zakresoOw wszystkich zmiennych wystepujacych w
formule,

- przypisaniu konkretnych predykatow symbolom predykatow 1
konkretnych dziatan symbolom dziatan,

- przypisaniu konkretnych obiektow statym, oznaczajacym obiekty.

Poniewaz prawo jest prawdziwe w kazdej takiej interpretacji, wiec
jego prawdziwoscC jest konsekwencja jego struktury logiczne;.
Spojniki logiczne 1 kwantyfikatory maja to samo znaczenie w kazde;j
interpretacii.

13




Prawa dla kwantyfikatorow

Przykltad. Rozwazmy formule:
Vi(P(x) = Q(x) A Pla) = Q(a)

Ustalamy zakres zmiennej x (dziedzing) jako zbior wszystkich
zwierzat. Nadajemy znaczenie symbolom P, Q.

P(x): x jest owczarkiem, Q(x): x jest psem, a: Szarik

Wtedy nasza formuta wyraza zdanie: jezeli kazdy owczarek jest
psem 1 Szarik jest owczarkiem, to Szarik jest psem.

To zdanie jest prawdziwe. Tak jest w dowolnej interpretacji, w ktore;j
dziedzina jest jakikolwiek niepusty zbior, P, Q oznaczaja jakies
wlasnosci elementow tej dziedziny, 1 a oznacza jakiS ustalony
element.

Jezeli kazde P jest Q1 a jest P, to a jest Q. To jest zawsze prawda.

Zatem nasza formuta jest prawem logiki.
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Prawa dla kwantyfikatorow

Lista podstawowych praw
Prawa podstawiania
Vp(x) = ¢(1)

@(t) = Jxp(x)

Tu x jest dowolna zmienna, ¢(x) dowolna formuta, w ktorej x jest
wolne, a t dowolnym termem (tego samego typu, cO Xx).

Jezeli w ¢(x) wystepuja kwantyfikatory, a w ¢ zmienne, to
wymagamy, zeby zadne wolne wystapienie x w ¢(x) nie znajdowato
si¢ w zasi¢gu kwantyfikacji V¥, lub d,, gdzie y wystepuje w .

v dy(x <y) = 3,(3 <y) dobrze. ¥,d,(x <y) = d,(z < y) dobrze.

v, dy(x <y) = 3,(y <y) zle. Nastapila kolizja zmiennych przy
podstawianiu.

Szczegllne przypadki tych praw: V,po(x) = ¢(x), ¢(x) = d,0(x).

15




Prawa dla kwantyfikatorow

Prawa De Morgana dla kwantyfikatorow
=Y o(x) © d,—p(x)
—d,p(x) & V,—p(x)

Jako konsekwencje otrzymujemy prawa definiowania jednego
kwantyfikatora przez drugi.

Vo(x) © —~d—e(x)

d.¢o(x) © =V, —¢(x)

Te prawa wynikaja logicznie z praw De Morgana dla
kwantyfikatorow na podstawie regul logicznych KRZ.

Z. p & g wynika logicznie —p & —g. Ponadto ——p jest logicznie
rownowazne p.

16




Prawa dla kwantyfikatorow

Prawa rozdzielnosci kwantyfikatorow
Vi(@(x) A (X)) & Vup(x) AV, p(x)

(X)) V ¥ (%) & Jwp(x) V p(x)

Kwantyfikator ogolny jest rozdzielny wzgledem koniunkciji, a
kwantyfikator szczegdétowy wzgledem alternatywy.

Niepetne prawa rozdzielnosci

Vip(x) V V. (x) = V(e(x) V ¥(x))

Ji(@(x) A Y(x)) = ep(x) A e (x)
Implikacje odwrotne nie zawsze sa prawami.
V. (x=0Vx#0)=>V.(x=0)VV.(x#0)
dJx=0Ad(x#0)=d(x=0Ax#0)

Oba zdania sa falszywe w zbiorze liczb catkowitych.
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Prawa dla kwantyfikatorow

Prawa przestawiania kwantyfikatorow
Vi¥yp(x, y) < VyVp(x, y)

d.de(x,y) © d,d,0(x,y)

Sasiednie kwantyfikatory ogdlne mozna przestawiac; podobnie
szczegotowe.

Niepetne prawo przestawiania

A V,0(x,y) = Yydo(x,y)

Implikacja odwrotna nie zawsze jest prawem.
Vydo(x <y) = A, Vy(x < y)

Zdanie jest falszywe w zbiorze liczb catkowitych.
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Prawa dla kwantyfikatorow

Prawa zamiany zmiennej zwigzanej

Vip(x) © V()

Jp(x) & Jye(y)
Warunki ograniczajace:

(wl) x 1y sardéznymi zmiennymi (tego samego typu)
(w2) y nie jest wolne w ¢(x),
(w3) nie ma kolizji zmiennych przy podstawianiu y za x w ¢(x).

Te warunki sa na pewno spetnione, gdy y jest nowa zmienna, tzn. nie
wystepuje w ¢o(x).

Przyklad. 4,(x <y) © 1,(z < y) jest prawem logiki (z nie
wystepuje w x < y). dy(x <y) © dy(y <) jest falszem w zbiorze

liczb catkowitych dla kazdej wartoSci y, wigc nie jest prawem.
Warunek (w2) nie jest spetniony.
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Prawa dla kwantyfikatorow

Prawa dotgczania kwantyfikatorow do implikacji

Vi(p(x) = Y(x) = (Vip(x) = V,ah(x))

Vi(p(x) = Y(x)) = (dwp(x) = dp(x))

Prawa ekstensjonalnosci dla kwantyfikatorow

Vi(p(x) © ¥(x) = (Vip(x) © V,ah(x))

Vi(p(x) © ¥(x) = (dwp(x) © dp(x))

Te prawa sa podobne do praw ekstensjonalnosci w rachunku zdan.
(p©q) = (—p e q)

(p1© q1) A(pr © q2) = (p1 A pr © g1 A q2) (podobnie dla
V, =, & zamiast A w nastepniku tej implikacji)

Te prawa rachunku zdan wyrazaja ekstensjonalnos¢ spojnikow
logicznych. Podobny sens maja prawa ekstensjonalnosci dla
kwantyfikatorow.
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Prawa dla kwantyfikatorow

Prawa zbednych kwantyfikatorow

Dla formuly ¢, w ktérej zmienna x nie jest wolna, mamy nast¢pujace
prawa.

Vip & ¢
doy ey
Prawa wytgaczania kwantyfikatorow przed nawias

Dla formuly , w ktorej zmienna x nie jest wolna, mamy nast¢pujace
prawa.

Vip(X) Ay & Y (o(x) AY) Yaup(x) Vi & Vi(e(x) Vi)
d,0(x) A & A(@(x) AY) dwp(x) VI & A(@(x) V )
(Vxp(x) = ¥) © di(e(x) = ¢¥) (p(x) = ) & Vi(p(x) = )
W = V(x)) & V(¥ = ¢(x) = dp(x) & A = ¢(x))
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Logiczna rownowaznos¢ 1 wynikanie logiczne

9. Logiczna ré6wnowaznoS$¢ i wynikanie logiczne

Definicja 11. Méwimy, ze formuta ¢ jest logicznie rownowazna
formule ¢, jezeli formuta ¢ © ¥ jest prawem logiki.

Formuty logicznie rOwnowazne maja rOwne wartosci logiczne w
kazdej interpretacji, dla dowolnych wartosci zmiennych wolnych.

Prawdziwe sa dwie podstawowe zasady.

(Z.1) Jezeli dwie formuly sq logicznie rownowazne, to jedna jest
prawem logiki wtedy i tylko wtedy, gdy druga jest prawem logiki.

(Z2) Jezeli w danej formule zastgpimy jej podformute (tj. formule
wchodzacq w sktad danej formuty) logicznym rownowaznikiem tej
podformuty, to otrzymamy formute logicznie rownowazng danej
formule.

Stosujac te zasady, mozemy wyprowadzacC prawa logiki z innych
praw logiki metoda przeksztatcen rownowaznosciowych.
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Logiczna rownowaznos¢ 1 wynikanie logiczne

Wyprowadzimy prawo VY,.(P(x) = Q(x)) A P(a) = Q(a), ktore
napisaliSmy w rozdziale 8.

V.(P(x) = 0(x)) = (P(a) = (O(a)) (prawo podstawiania)
V.(P(x) = O(x)) A P(a) = Q(a); na mocy prawa
[p=@=nlelprg=T]

Wykazemy, ze zdanie ‘niektore S nie sa P’ jest logicznie
rOwnowazne negacji zdania ‘kazde S jest P .

—Y,(§ (x) = P(x)), czyli ‘nieprawda, ze kazde S jest P’

1,—(S (x) = P(x)); na mocy prawa De Morgana dla
kwantyfikatorOw

4,05 (x) A =P(x)), czyli ‘niektore S nie sa P ’; na mocy prawa
~(p=¢9) @ pAq
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Logiczna rownowaznos¢ 1 wynikanie logiczne

W ostatnim przyktadzie wykazaliSmy, ze formuta
V(S (x) = P(x)) & (S (x) A =P(x))

jest prawem logiki. To prawo mozna napisaC za pomoca
kwantyfikatorOw ograniczonych.

Ve P(x) & s P(x)

W podobny sposdb wyprowadzimy ogolniejsze prawa:

Vo (x) & JpP(x)

AP (X) S Vo (x)

Sa to prawa De Morgana dla kwantyfikatorow ograniczonych.
Przyklad. -d,.o(x* = 2) © ¥, o(x* # 2).

Q jest standardowym oznaczeniem zbioru liczb wymiernych (ang.
quotient, iloraz). Formuta x* # 2 jest skrétem dla ~(x*> = 2).
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Logiczna rownowaznos¢ 1 wynikanie logiczne

Wszystkie prawa wypisane w rozdziale 8 zachowuja waznos¢ dla
kwantyfikatoroOw ograniczonych.

W prawach przestawiania kwantyfikatorow ograniczonych warunki
ograniczajace dla x 1 y moga bycC rdzne.

V¢(X)V¢(y) X (X, y) = Vw(y)v(p(x))((x, y) (podobnie dla El)
Ograniczenie: x nie jest wolne w ¥(y) 1 y nie jest wolne w ¢(x).

W niektorych prawach wytaczania kwantyfikatorOw ograniczonych
przed nawias trzeba zatozycC, ze istnieje obiekt speiniajacy warunek
0graniczajacy.

V@) ANy © Y, 0(e(x) A ¢) (podobnie dla 31 V)

Jezell y(x) jest fatszywe dla wszystkich mozliwych wartosci x, to
prawa strona rOwnowaznosci jest prawdziwa, niezaleznie od
wartosci logicznych ¢(x) 1 ¢, ale lewa strona jest fatszywa, gdy
jest fatszywe.
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Logiczna rownowaznos¢ 1 wynikanie logiczne

Prawa podstawiania przyjmuja postac:

Yo (x) = (@) = (1), o) AY(t) = dyp(x)

Ograniczenie: nie ma kolizji zmiennych przy podstawianiu 7 za x w
@(x) 14(x).

Te wszystkie prawa mozna wyprowadziC z praw podstawowych
metoda przeksztalcen rownowaznosciowych.

Przyklad. 1,)(¢(x) V ¥(x)) & Jye(x) V Ay (x)

0 (@(x) V ¥(x)) (Iewa strona rOwnowaznosci)

d.(¢(x) A (p(x) V ¥(x))) (eliminacja kwantyfikatora ogr.)
A.((v(x) A p(x)) V (x(x) A (x))) (rozdzielnoSC A wzgledem V)
d.(¢v(x) A (x)) V A.(x(x) A Y(x)) (rozdzielnosC 4 wzgledem V)

(%) V (¥ (x) (prawa strona rOwnowaznosci)
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Logiczna rownowaznos¢ 1 wynikanie logiczne

Teraz zaktadamy, ze w formule ¢(xq, ..., x,) doktadnie zmienne
X1, ...,X, Sa wolne.

Definicja 12. Méwimy, ze formuta ¢(x, ..., x,) jest ogolnie
prawdziwa w danej interpretacji, jezeli jest prawdziwa w tej
interpretacji dla wszystkich mozliwych wartosci x4, ..., x,.

Fakt 11. Formuta (x4, ..., x,) jest ogolnie prawdziwa w danej
interpretacji wtedy 1 tylko wtedy, gdy zdanie ¥, ... ¥, @o(x1,...,X,)
jest prawdziwe w tej interpretacji.

To zdanie nazywamy generalizacjg formuly ¢(xq, ..., x,).

Generalizacja zdania ¢ jest ¢. Zdanie jest ogdlnie prawdziwe w
interpretacji, jezeli jest prawdziwe w tej interpretacii.

Przyktad. Zdanie ¥,V,(x + y = y + x) jest generalizacja formutly
x +y =y + x. Poniewaz to zdanie jest prawdziwe w R, wigc formuta
X+ y=y+ xjest ogdlnie prawdziwa w RR.
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Definicja 13. Méwimy, ze formuta ¢ wynika logicznie ze zbioru
formut S, jezeli ¢ jest ogdlnie prawdziwa w kazdej interpretacji, w
ktorej wszystkie formuty ze zbioru S sa ogdolnie prawdziwe.

W odpowiedniku faktu 3.4 prawdziwa jest tylko implikacja.

Jezeli o1 A -+ A @, = @ jest prawem logiki, to formuta ¢ wynika
logicznie z formut ¢y, ..., @,.

Implikacja odwrotna jest prawdziwa, jezeli ¢4, ..., ¢, sa zdaniami.

Wazny przyklad. Formuta V,¢(x) wynika logicznie z formuly ¢(x).
Rzeczywiscie, jezeli ¢(x) jest ogllnie prawdziwe w dane;
interpretacji, to V,¢(x) musi by¢ ogdlnie prawdziwe w te;
interpretacji.

Formula ¢(x) = V,¢o(x) na ogol nie jest prawem logiki.

x =0 = V,.(x =0): falsz w zbiorze liczb rzeczywistych dla x := 0.
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Fakt 12. Prawdziwe sa nastepujace warunki konsekwencji.
(C1) Jezel ¢ nalezy do §, to ¢ wynika logicznie z S .

(C2) Jezel ¢ wynika logicznie z S, to wynika logicznie z dowolnego
zbioru formul, zawierajacego S'.

(C3) Jezel kazda formuta ze zbioru S, wynika logicznie ze zbioru
S 11 ¢ wynika logicznie z § ,, to ¢ wynika logicznie z S ;.

Przyklad. Wykazemy, ze ze zdan VY ,.(P(x) = QO(x)),
V. (O(x) = R(x)) wynika logicznie zdanie V. (P(x) = R(x)).

Na mocy praw podstawiania, z dwoch pierwszych zdan wynikaja
logicznie formuty P(x) = O(x)1 O(x) = R(x).

Na mocy prawa sylogizmu hipotetycznego, z tych formut wynika
logicznie P(x) = R(x).

Z. tej ostatniej] wynika logicznie V. (P(x) = R(x)).
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Podobnie jak w rachunku zdan, przez logiczna regute wnioskowania

rozumiemy schemat
Plse-->Pn

W

taki, ze Y wynika logicznie z ¢4, .. ., @,.

Wszystkie logiczne reguty wnioskowania KRZ zachowuja waznos¢
w logice z kwantyfikatorami, jezeli za zmienne zdaniowe
podstawimy dowolne formuty.

Przyktadami takich regut sa:

=Y, ¢

MP) £= sy £=2 4 v =x

=X
Ponadto mamy wiele regut specyficznych dla kwantyfikatorow, np.
przy tym samym ograniczeniu, co w prawach podstawiania:

Vep(x) (1)
() dep(x)

30




Logiczna rownowaznos¢ 1 wynikanie logiczne

Poprzednie reguty odpowiadaja prawom logiki.
W rozumowaniach matematycznych istotna rol¢ odgrywa reguta
generalizacji:
p(x)
Vxp(x)

Ta regula nie odpowiada prawu logiki, ale wniosek wynika logicznie
z przestanki w sensie definicji 14 (patrz: wazny przykiad).

(GEN)

Inna regula tego rodzaju jest reguta podstawiania:
p(x)
()
przy tym samym ograniczeniu, co w prawach podstawiania.

Rzeczywiscie, z ¢(x) wynika logicznie Y ,¢(x) na mocy (GEN), a
stad ¢(f) na mocy prawa podstawiania.
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10. Stosunek rownosci

Stosunek rownosci jest podstawowym stosunkiem logicznym.
Kazdy obiekt jest w tym stosunku tylko z samym soba.

Symbolem stosunku rownosci jest ‘=’. Formuta #; = 1, jest
prawdziwa w danej interpretacji dla konkretnych wartosci
zmiennych wystepujacych w termach ¢4, #,, gdy oba termy maja t¢
sama wartosc.

Np. x = y jest prawdziwa, gdy wartoSci zmiennych x, y sa rOwne.

x +y = zjest prawdziwa w R dla takich wartosci x, y, z, dla ktorych
wartoSC z jest suma wartosci x 1 y.

Przyjmujemy nast¢pujace aksjomaty rownosci.

Prawo zwrotnosci rownosci: x = x (x jest dowolna zmienna)
Prawo zastepowania: x =y = (p(x) © ¢(y)), dla dowolnych

zmiennych x, y tego samego typu 1 dowolnej formuty ¢(z) (zmienne
X, Y,z sarozne; x,y moga byC wolne w ¢(z))
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Zaktadamy, ze nie ma kolizj1 zmiennych przy podstawianiu x1y za z
W @(2).
Mozna wyprowadzi€ inne wazne prawa.

Prawo symetrii rownosci: x=y = y = X.

l.x=y= (x =x &y = x) (prawo zast¢gpowania dla ¢(z) : z = x)
2. x=x©y=x)= (x=x =y = x) (tautologia KRZ)
3.x=y=>(x=x=>y=x)(SYL1,2)
dx=x=>k=y=>y=x) (lp=@=nlelg=(p=rn)
5. x = x (prawo zwrotnosci rOwnosci)

6. x=y=>y=x(MP4,))

Prawo przechodniosci rownosci: x =yAy=7= x =7

Prawo zastepowania w termach: x =y = t(x) = t(y) dla dowolnych
zmiennych x, y 1 dowolnego termu #(z), przy czym zmienne Xx, y, Z s
rozne 1 x, y moga wystgpowacC w £(z)
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Przyklady. x = y = x* = y°. Tutaj #(2): z°.
x=y=>x+y=y+y. Tutaj #(2): z+y.

Z.a pomoca stosunku rOwnosci mozna zdefiniowac kwantyfikacje
numeryczne:

I="¢(x) - istnieje przynajmniej n obiektéw x takich, ze ¢(x)

3! p(x) to po prostu I,¢o(x).

2p(x) © ATy (x # y A @) A @)

p(x) ©

S A I x#FyAxFzAy F2A0(X) Ap(y) Ae(2)
I*"p(x) - istnieje najwyzej n obiektow x takich, ze ¢(x)

3<n90(x) PN 3?"“90()6)

Oczywiscie ‘istnieje doktadnie n ...” mozna wyrazi¢ jako koniunkcje
‘istnieje przynajmniej # ... 1 1stnieje nayjwyzej n ... .
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11. Klasyczny rachunek predykatow

Zauwazmy, ze - w odroznieniu od definicji tautologit KRZ -
definicja prawa logiki jest nieefektywna, tzn. nie wskazuje zadnego
algorytmu sprawdzania, czy dana formuta jest, czy nie jest prawem
logiki. Istnieje nieskonczenie wiele dopuszczalnych interpretacii
formuly. Co wigcej, ogdlna prawdziwos¢ formuty w jedne;
interpretacji moze by¢ otwartym problemem matematycznym.
Dlatego na 0g6t nie mozna sprawdzi¢ w skonczonej liczbie krokow,
czy formuta jest prawdziwa w kazdej interpretacji dla wszystkich
wartosci zmiennych wolnych.

W niektorych przypadkach mozna stwierdziC, ze formuta nie jest
prawem, pokazujac jej fatszywosC w jednej interpretacji. Takie
przyktady pojawity si¢ wczesnie;.
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Dlatego dla logiki z kwantyfikatorami 1stotna role odgrywa
aksjomatyzacja. Mozna zbudowac formalne systemy dedukcyjne, w
ktorych wszystkie prawa mozna wyprowadzi¢ z pewnych
podstawowych praw (aksjomatow) za pomoca niewielu regut
dowodzenia. Jest to jednak mozliwe tylko dla praw sformutowanych
w pewnych ograniczonych jezykach formalnych.

Klasyczny rachunek predykatow pierwszego rzedu w wersji
podstawowe] uwzglednia tylko jeden typ zmiennych. Sa to tzw.
zmienne indywiduowe. W dopuszczalnej interpretacji wszystkie
zmienne maja ten sam zakres (dziedzing). Symbole predykatow sa
interpretowane jako dowolne (lecz ustalone w danej interpretacji)
stosunki miedzy elementamai tej dziedziny; podobnie symbole
dziatan jako dziatania w tej dziedzinie, a tzw. state indywiduowe
jako nazwy pewnych elementow tej dziedziny.

Inne nazwy tej logiki: logika pierwszego rzedu, logika elementarna

36




Klasyczny rachunek predykatow

Aksjomatami sa wszystkie formuty, ktore powstaja z tautologii KRZ
w wyniku podstawienia dowolnych formut tego jezyka za zmienne
zdaniowe. Ponadto przyjmujemy aksjomaty specyficzne dla
kwantyfikatorow. Na przykiad: prawa podstawiania, prawa
zbednych kwantyfikatorow 1 prawa dotaczania kwantyfikatorow do
implikacji. Regutami dowodzenia sa (MP) 1 (GEN).

Dotaczajac aksjomaty rOwnosci, otrzymujemy logike pierwszego
rzedu 7 rownosciq.

Wielosortowa logika pierwszego rzedu: uwzglednia zmienne
roznych typow, ale zakresy zmiennych sa dowolnymi zbiorami
niepustymi.

Logika drugiego rzedu: zawiera zmienne dla predykatow, ktorych
zakresem jest zb1or wszystkich mozliwych predykatow na zbiorze
indywiduow.

Przyktadowe prawa: V,dpP(x), 4pVY,—P(x)
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