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2. Elementy kombinatoryki

2.1. Permutacje

Teoria

Definicja 1. Niech n € N. Permutacjg n-elementowego zbioru A nazywamy dowolng funkcje réznowarto-
Sciowa f : {1,...,n} = A.

Innymi stowy: permutacjg n-elementowego zbioru A nazywamy dowolny n-elementowy ciag réznych
elementéw zbioru A.

Uwaga 2. Zamiast méwi¢ o permutacjach n-elementowego zbioru {ay, . ..,a,} méwimy tez o permutacjach
elementéw ay, ..., a,.

Przyklad 3. Wszystkimi permutacjami zbioru A = {a, b, c} sa ciagi
(@b,c), (achb), (bac), (bea), (cab), (cba).
Twierdzenie 4. Liczba wszystkich permutacji zbioru n-elementowego jest rowna n!.

Liczbe wszystkich permutacji zbioru n-elementowego oznacza sie czasami przez P,,. Zgodnie z powyz-
szym twierdzeniem zachodzi réwnos¢

P, = nl. 1)

Zadania obowigzkowe

Zadanie 1. Wypisa¢ wszystkie permutacje liczb 1,21 3.

Szkic rozwigzania. Wypisujac kolejno po dwie permutacje o pierwszym wyrazie 1, o pierwszym wyrazie 2 i
o pierwszym wyrazie 3, otrzymujemy wszystkie permutacje liczb 1, 2 i 3. Zatem wszystkimi permutacjami
tych liczb sg ciagi: (1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1), (3,1,2), (3,2,1).

Zadanie 2. Obliczy¢ liczbe réznych stéw (sensownych lub nie), ktére mozna uzyskaé¢ w wyniku przestawia-
nia liter w stowie sasanka.

Szkic rozwigzania. Odnotujmy wpierw, Ze siedmioliterowe stowo sasanka tworza 3 litery a, 2 litery s i po jed-
nej literze k i n. Ponumerujmy kolejne litery tego stowa liczbami od 1 do 7. Liczba permutacji tych numeréw
jest réwna 7!, a kazdej takiej permutacji odpowiada pewne stowo utworzone z wyzej wymienionych liter.
Jednakze liczba takich permutacji numeréw, ktérym odpowiada to samo stowo jest réwna 3! - 2!. Bowiem
dwom permutacjom odpowiada to samo stowo wtedy i tylko wtedy, gdy liczby 5 (numery litery n) w obu
tych permutacjach s3 na tym samym miejscu, liczby 6 (numery litery k) s3 na tym samym miejscu, zbiory
numerdw miejsc, na ktérych wystepuja liczby 1 i 3 (numery liter s) s3 réwne oraz zbiory numeréw miejsc,
na ktérych wystepuja liczby 2,417 (numery liter a) sa réwne. Wynika stad, ze jesli N oznacza szukang liczbe
sléw, to zachodza réwnosci

! .6-5-4.3|
7! =76543.=420.

N=3a 312

Zadanie 3. Obliczy¢ liczbe takich permutagji liter a, b, c, d, e i f, ktérych pierwszym wyrazem permutacji
jestec.

Szkic rozwigzania. Poniewaz kazda z rozpatrywanych permutacji mozna utozsamiaé z odpowiednig permu-
tacjq pieciu liter a, b, d, e i f wystepujacych po literze ¢, wiec szukana liczba permutacji jest réwna 5! czyli
120.



Zadania dodatkowe

Zadanie 4. Wypisa¢ wszystkie permutacje liczb 1, 2, 31 4.

Szkic rozwigzania. Aby otrzymac wszystkie 24 permutacje liczb 1, 2, 3 i 4, wypisujemy kolejno po szes¢
permutacji o pierwszym wyrazie 1, o pierwszym wyrazie 2 itd.:

1,2,3,4), (1,2,4,3), (1,3,2,4), (1,3,4,2), (1,4,2,3), (1,4,3,2),
2,1,3,4), (2,1,4,3), (2,3,1,4), (23,41, (2,4,1,3), (2,43,1),
3,1,2,4), (3,1,4,2), (3214, (3241, (34,12, (3421),
4,1,2,3), (4,1,3,2), (4,2,1,3), (42,31, (43,12, 4321).

Zadania domowe

Zadanie 5. Obliczy¢ liczbe takich permutagji liter a, b, ¢, d, e i f, ktdre spelniajag dany warunek:
a) trzy pierwsze wyrazy tworzg zbiér {b, c, d};
b) samogtoski a i e s3 sgsiednimi wyrazami permutacji.

Odpowiedz: a
) 36; b) 240.

2.2. Kombinacje (bez powtérzen)

Teoria

Definicja 5. Niech k,n € Niniech k < n. k-elementowa kombinacjg n-elementowego zbioru A nazywamy
dowolny k-elementowy podzbidr zbioru A.

Przykltad 6. Wszystkimi 2-elementowymi kombinacjami zbioru A = {a, b, ¢, d} s3 podzbiory:
{a,b}, Afa,c}, fad}, b}, (b d), f{cd})
Twierdzenie 7. Liczba k-elementowych kombinacji n-elementowego zbioru A jest rowna (7).

Liczbe wszystkich k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego oznacza sig czesto przez Ct. Zgod-
nie z powyzszym twierdzeniem zachodzi réwnosé

n
k- (k) @

Zadania obowiazkowe

Zadanie 6. Obliczy¢ liczbe sposobéw skreslenia kuponu w totolotku.

Szkic rozwigzania. Skreélenie kuponu w totolotku jest réwnoznaczne z wyborem szeéciu spoéréd 49-ciu liczb.
Liczba sposobéw skreslenia jest wiec réwna

= 13938 816.

49\ 49-48-47-46-45-44
6/ 1.-2-3-4-5-6

Zadanie 7. Obliczy¢ liczbe mozliwych rozdan przy grze w brydza.

Szkic rozwigzania. Talia do gry w brydza liczy 52 karty. Kazdy z czterech graczy otrzymuje po 13 kart. Ponu-
merujmy graczy liczbami od 1 do 4. Karty mozna rozdaé nastepujgco: najpierw wybieramy 13 kart sposréd
52 dla pierwszego gracza (mozna to uczyni¢ na (?g) sposob6w) nastepnie z pozostatych 39-ciu kart wybie-
ramy 13 kart dla drugiego gracza (na fg) sposob6w), z kolei spodréd 26-ciu pozostatych kart wybieramy 13
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kart dla trzeciego gracza (na (%g) sposobéw), a pozostate 13 kart dajemy czwartemu graczowi. Laczna liczba
rozdarn jest wiec réwna

52\(39)(26

(s}

Zadania dodatkowe

Zadanie 8. W klasie jest 15 dziewczat i 13 chtopcéw. Obliczy¢, na ile sposobéw mozna skompletow¢ liczaca
dwie dziewczynki i jednego chlopca delegacje tej klasy.

Szkic rozwigzania. Sposéréd pietnastu dziewczat mozna wybraé dwie na (125 ) czyli 105 sposobéw, a jednego
chtopca sposréd trzynastu mozna wybraé na (113) czyli 13 sposob6éw. Poniewaz kazdy wybér dwéch dziew-
czat mozna skojarzy¢ z kazdym wyborem jednego chtopca, wiec liczba sposobéw wyboru delegacji jest row-
na iloczynowi liczby sposobéw wyboru dwéch dziewczat przez liczbe sposobé6w wyboru jednego chiopca.
Jest wige réwna (5)(}) §. 105 - 13. Wobec tego szukana liczba sposobéw wyboru delegadji jest réwna 1365.

Zadania domowe

Zadanie 9. W klasie jest 16 dziewczat i 12 chtopcéw. Obliczy¢, na ile sposobéw mozna skompletow¢ liczaca
trzy dziewczynki i dwéch chtopcow delegacje tej klasy.
Odpowiedz: 36950.

Zadanie 10. Do dyspozycji n 0séb grajacych w tysigca byto k talii kart, przy czym 3k < n. Obliczy¢ liczbe
N sposobéw wyboru k ponumerowanych zbioréw tréjek osob, ktére bedg mogly graé¢ tymi kartami. Uwaga.
W tysigca jedng talig grajg trzy osoby.

. n\fn—-3 n—3k+3\ nn-1)-...-(n—-3k+1) n!

d dz: N = R - — )
OporotedZ:N (3)( 3 ) ( 3 ) & 61— 30)
2.3. Wariacje bez powtérzen

Teoria

Definicja 8. Niech k, 7 € N iniech k < n. k-elementowa wariacja bez powtérzen n-elementowego zbioru A
nazywamy dowolng funkcje réznowartosciows f : {1,...,k} — A.

Innymi stowy: k-elementowa wariacja bez powtérzen n-elementowego zbioru A nazywamy dowolny
k-wyrazowy ciagg réznych elementéw zbioru A.

|

n!

Twierdzenie 9. Liczba k-elementowych wariacji bez powtrzen n-elementowego zbioru A jest rowna =Rl
Liczbe wszystkich k-elementowych wariacji bez powtrzen zbioru n-elementowego oznacza sie czesto

przez VXK. Zgodnie z powyzszym twierdzeniem zachodzi réwnosé

VE = an-1)-...-(n—k+1). 3)

n

Zadania obowigzkowe

Zadanie 11. Obliczy¢ liczbe réznych flag utworzonych przez trzy poziome réznokolorowe pasy, ktérych
kolory mozna wybra¢ spoéréd 6-ciu koloréw.

Szkic rozwigzania. Szukana liczba flag jest réwna liczbie réznoelementowych ciagéw (ki, k», k3), gdzie ki, ko, k3

oznaczaja kolory paséw gérnego, srodkowego i dolnego odpowiednio. Wobec tego liczba takich flag jest
réwna V3 czyli6-5- 4 = 120.



Zadanie 12. Obliczy¢ liczbe sposob6w takiego posadzenia pieciu pan i trzech panéw na o$miu ponumero-
wanych miejscach przy okraglym stole, by zadnych dwéch panéw nie siedziato obok siebie.

Szkic rozwigzania. Ponumerujmy oddzielnie panie i panéw. Kazdy ze sposobéw posadzenia pieciu pan i
trzech panéw tak, aby byly spelnione warunki zadania, mozna osiaggnaé postepujac wg nastepujacej proce-
dury:

1°. Wybieramy miejsce dla pani nr 1 (8 sposobéw);

2°. Wybieramy kolejnos¢, w jakiej na prawo od pani nr 1 beda siedzialy pozostate cztery panie, czyli
tworzymy permutacje liczb 2, 3, 41 5 (4! sposobéw);

3°. Tworzymy ciag (p1, p2, p3) numeréw pan, ktére bezposrednio na prawo od siebie bedg mialy panéw
nr 1, nr 2 i nr 3 odpowiednio (5 - 4 - 3 sposob6w).

Lacznie mamy 8-4!-5-4 -3 czyli 11 520 sposobdw.

Zadania dodatkowe

Zadanie 13. Obliczy¢, ile jest liczb pieciocyfrowych o cyfrach parami réznych.
Odpowiedz: 27 216.

Zadania domowe

Zadanie 14. Niech liczby naturalne k, m spetniaja warunek k > m. Obliczy¢ liczbe sposobéw takiego posa-
dzenia k kobiet i m mezczyzn na k+m miejscach przy okragtym stole, by zadnych dwéch panéw nie siedziato
obok siebie.

Odpowiedz: Rozumujac tak jak w rozwigzaniu zadania z zadania 12, wnioskujemy, ze szukana liczba jest
réwna (k+m)-(k—=1)! - k-(k=1)-...-(k—m+1).

Zadanie 15. Obliczy¢ liczbe sposobéw rozdzielenia trzech medali (zotego, srebrnego i brgzowego) pomie-
dzy szeSciu zawodnikéw.
Odpowiedz: 120.

2.4. Wariacje z powtérzeniami

Twierdzenie 10. Niech A bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Kazdg funkcje f : {1,2,...,k} — A nazywamy
k-wyrazowq wariacjg z powtérzeniami elementow zbioru A.

Z powyzszej definicji wynika, ze k-wyrazowe wariacje z powtérzeniami elementéw zbioru A to po prostu
k-wyrazowe ciagi elementéw zbioru A.

Twierdzenie 11. Niech zbiory A i B majg odpowiednio m i n elementéw. Liczba wszystkich funkcji f : A — B jest
rowna n"™.

B R R R R R R R R R R R X R R X R R R R R R

Zadania obowigzkowe

Zadanie 16. Na parterze dziesieciopietrowego domu do windy wsiadlo 8 oséb. Obliczy¢ liczbe sposobéw, na
jakie osoby te moga wysigé¢ z windy (pod uwage bierzemy tu jedynie numery pigter, na ktérych wysiadaja
poszczegoblne osoby).

Szkic rozwigzania. Ponumerujmy te osoby liczbami od 1 do 8. Szukana liczba sposob6w jest réwna liczbie
8-elementowych ciagéw (p1, .. ., ps), gdzie dlakazdegok € {1, ..., 8} wyraz pi jest numerem pietra, na ktérym
wysiada k-ta osoba. Ciggéw takich jest 108.

Zadania dodatkowe
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Zadanie 17. Obliczy¢ liczbe takich numerdéw tablic rejestracyjnych, ktére na poczatku majg dowolne trzy
duze litery alfabetu faciriskiego (alfabet ten ma 26 liter) a nastepnie dowolne cztery cyfry.
Odpowiedz: 175760 000.

Zadanie 18. Obliczy¢ liczbe sposobéb takiego rozmieszczenia dziewieciu kul ponumerowanych liczbami
od 1 do 9 w trzech pudetkach ponumerowanych liczbami od 1 do 3, by spetniony byt warunek:

a) pudetko nr 1 jest puste;

b) kula nr 1 jest w pudetku nr 1;

¢) w pudetku nr 1 jest doktadnie jedna kula;

d) w pudetku nr 1 jest przynajmniej jedna kula;

e) w pudetku nr 1 jest co najwyzej jedna kula.
Uwagi metodologiczne. Kazde z rozwazanych rozmieszczerh mozna utozsamia¢ z 9-cio wyrazowym ciggiem

numeréw pudetek, w ktérych znajduja sie kolejne kule.
Odpowiedz: a) 2° (= 512); b)1-3% (= 6561); ¢)9-2% (=2304); d)3°-2° (=19171); e)9-28+2° (=2816).

Zadanie 19. Obliczy¢ liczbe sposobéw takiego rozmieszczenia o$miu ponumerowanych kul w pieciu po-
numerowanych pudetkach, by liczba pustych pudetek byta réwna:

a) 4; b) 3; c)2;
Odpowiedz: a) (}) (=5);  b) (5)(2° - 2) (= 2540); ¢) (})[3° — 3(2° — 2) — 3] (= 57 960).

Zadania domowe

Zadanie 20. Obliczy¢ liczbe sposobéw rozmieszczenia siedmiu ponumerowanych kul w czterech ponume-
rowanych pudetkach.
Odpowiedz: 47 (= 16 384).

Zadanie 21. Obliczyd, ile jest liczb siedmiocyfrowych oraz ile sposréd nich dzieli sie przez 10.
Odpowiedz: 9 - 10° (= 9000 000) oraz 9 - 10° (= 900 000).

Zadanie 22. Na kazde z dziesieciu pytant pewnego testu mozna dac jedng z czterech odpowiedzi a, b, ci d.
Obliczy¢ liczbe sposobéw takiego wypelnienia tego testu, by odpowiedzi na dowolne dwa kolejne pytania
byly rézne.

Odpowiedz: 4 - 3° (= 78 732).

2.5. Zadania r6zne

Zadania domowe

Zadanie 23. Obliczy¢, na ile sposobéw mozna z dziesigciu pan i dziesigciu panéw utworzy¢ 10 nienumero-
wanych par tanecznych.
Odpowiedz: 10! (= 3 628 800).

Zadanie 24. Obliczy¢, na ile sposobéw mozna z dziesieciu pani i dziesieciu panéw utworzy¢ 10 ponumero-
wanych par tanecznych.
Odpowiedz: (10!)* (= 13 168 189 440 000).

Zadanie 25. Obliczy¢, na ile sposobéw mozna z dziesieciu par i trzynastu panéw utworzy¢ 10 nienumero-
wanych par tanecznych.
Odpowiedz: (7)10! (= 13-12-...-5- 4 = 1037836 800).

Zadanie 26. Obliczy¢, na ile sposobéw mozna z dziesieciu pan i trzynastu panéw utworzy¢ 10 ponumero-
wanych par tanecznych.
Odpowiedz: (%})(101)? (= 3766102 179 840 000).



