
9 Kolorowanie z list

Kolorowanie z list jest uogólnienien zwyk lego kolorowania. Dane sa֒ graf G i
rodzina zbiorów (list) kolorów (Sv)v∈V (G). Kolorowanie w laściwe

c : V (G) →
⋃

Sv

nazywamy kolorowaniem z list (Sv), gdy c(v) ∈ Sv dla każdego v ∈ V (G).
Graf G jest k-wybieralny, gdy dla każdej rodziny list (Sv) takiej, że |Sv| = k,
v ∈ V (G), G jest kolorowalny z tych list. Najmniejsze k takie, że G jest
k-wybieralny nazywamy liczba֒ wyboru grafu G i oznaczamy przez ch(G). W
przypadku kolorowania krawe֒dzi, analogicznie definiuje sie֒ indeks wyboru
ch′(G).

Jeśli ograniczymy sie֒ do rodzin identycznych list Sv = {1, . . . , k}, to
otrzymujemy definicje֒ zwyk lej liczby chromatycznej χ(G) i indeksu chro-
matycznego χ′(G). Zatem

ch(G) ≥ χ(G) oraz ch′(G) ≥ χ′(G).

Istnieja֒ grafy 2-dzielne (o liczbie chromatycznej 2), których liczba wyboru
wynosi n (ćw.). Natomiast nie wiadomo czy istnieje graf G, dla którego
ch′(G) > χ′(G).

Hipoteza 1 Dla każdego grafu G, ch′(G) = χ′(G).

Wracaja֒c do kolorowania wierzcho lków, Voigt skonstruowa l w 1993 roku
graf planarny na 238 wierzcho lkach, który nie jest 4-wybieralny. (S luchacze
wyk ladów w sezonie 2000 znaleźli taki graf na 86 wierzcho lkach.) Rok pózniej
Thomassen pokaza l, że, w przypadku grafów planarnych, listy d lugości 5
zawsze wystarcza֒, dostarczaja֒c tym samym nowego dowodu Twierdzenia o
5 kolorach (D 5.1.2).

Twierdzenie 18 (Thomassen 1994, D 5.4.2) Każdy graf planarny jest

5-wybieralny.

Dowód: Udowodnimy, przez indukcje֒ wzgle֒dem |G|, fakt troche֒ mocniejszy.
Mocniejszy Fakt: Niech ściana zewne֒trzna p laskiego grafu G jest otoc-

zona cyklem C = {v1, . . . , vk} a wszystkie ściany wewne֒trzne sa֒ trójka֒tami.

Niech, ponadto, Sv1
= {1}, Sv2

= {2}, |Sv| ≥ 3 dla wszystkich pozosta lych
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wierzcho lków cyklu C, a |Sv| ≥ 5 dla wszystkich wierzcho lków wewne֒trznych.

Wtedy G ma kolorowanie z list (Sv).

MF natychmiast implikuje Twierdzenie. Rzeczywíscie, możemy za lożyć,
że G jest maksymalnie p laski, a wie֒c jest triangulacja֒. Niech v1, v2, v3 be֒da֒
wierzcho lkami ściany zewne֒trznej. Pomalujmy v1 i v2 dowolnie dwoma różnymi
kolorami z ich list. Na podstawie MF można to kolorowanie dokończyć.

MF dowodzimy przez indukcje֒. Dla |G| = 3 jest to fakt oczywisty.
Za lóżmy, że |G| ≥ 4 i że MF zachodzi dla wszystkich grafów p laskich mnniej-
szych niż G.

Przypadek I. C ma przeka֒tna֒ vw. Ta przeka֒tna dzieli C na dwa
mniejsze cykle C1 i C2. Przyjmijmy, że v1, v2 ∈ C1. Niech G1 i G2 be֒da֒
grafami otoczonymi, odpowiednio, cyklami C1 i C2. Stosujemy za lożenie
indukcyjne najpierw do G1, a naste֒pnie z v i w w roli v1 i v2, do G2.

Przypadek II. C nie ma przeka֒tnej. Niech u1, . . . , um be֒da֒ różnymi
od v1 i vk−1 sa֒siadami vk w G. Ponieważ nie ma przeka֒tnych, to m ≥
1, a ponieważ wewna֒trz jest triangulacja, to ścieżka vk−1, um, . . . , u1, v1 jest
fragmentem ściany zewne֒trznej grafu G − vk. Niech l, j ∈ Svk

− {1}, j 6= l.
Usuńmy kolory j i l ze wszystkich list Suj

, j = 1, . . . , m, i zastosujmy MF
do G − vk. Jeden z kolorów j lub l pozostanie na pewno wolny dla vk.

Teraz naszym celem be֒dzie udowodnienie Hipotezy 1 dla grafów dwudziel-
nych. Do tego be֒dzie nam potrzebne poje֒cie ja֒dra grafu skierowanego D.
Zbiór niezależny U ⊆ V (D) nazywamy ja֒drem digrafu D, gdy dla każdego
v ∈ V (D) \ U istnieje u ∈ U taki, że vu ∈ E(D).

Lemat 8 (D 5.4.3) Niech dane be֒da֒ graf H i listy kolorów (Sv)v∈V (H). Jeśli

istnieje orientacja D grafu H taka, że dla każdego v ∈ V (H) mamy d+(v) <

|Sv|, oraz każdy indukowany podgraf D′ grafu D ma ja֒dro, to H może być

pomalowany z list (Sv)v∈V (H).

Uwaga. Ten lemat ma swoje korzenie (przynajmniej intuicyjnie) w
zach lannym algorytmie kolorowania, który dzia la naste֒puja֒co. Uporza֒dkujmy
wierzcho lki liniowo v1, . . . , vn tak by każdy vi mia l mniej niż |Svi

| sa֒siadów
pośród v1, . . . , vi−1; jeśli to możliwe, to oczywíscie można pomalować wierz-
cho lki kolejno, używaja֒c zawsze kolorów z ich list. Zauważmy, że orientuja֒c
krawe֒dzie od vi do vj gdy i > j, otrzymujemy orientacje֒ spe lniaja֒ca֒ warunek
d+(v) < |Sv|; co wie֒cej, pierwszy kolor indukuje ja֒dro, a każdy naste֒pny też
jest ja֒drem w podgrafie otrzymanym po usunie֒ciu wierzcho lków uprzednio
pomalowanych.
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Dowód: Indukcja wzgle֒dem |H|. Dla |H| = 1, warunek d+(v) < |Sv|
implikuje, że Sv nie jest pusta, a wie֒c można pomalować jedyny wierzcho lek
grafu H . Niech teraz |H| > 1 i za lóżmy prawdziwość lematu dla wszystkich
grafów o mniej niż |H| wiercho lkach.

Niech α be֒dzie dowolnym kolorem wyste֒puja֒cym w
⋃

Sv, i niech D be֒dzie
taka֒ orientacja֒ H jak w za lożeniach lematu. Niech Vα = {v : α ∈ Sv} i
Dα = D[Vα]. Podgraf Dα ma ja֒dro Uα.

Pomalujmy Uα kolorem α i usuńmy α ze wszystkich list. Digraf D − Uα

nadal be֒dzie spe lniać warunek d+(v) < |Sv|, bo jeśli prawa strona zmala la o
1, to v ∈ Dα, a zatem i lewa strona zmala la o 1, bo odpad l sa֒siad z ja֒dra.
Zatem H−Uα spe lnia za lożenia lematu i na podstawie za lożenia indukcyjnego
można go pomalować z list bez koloru α, co w efekcie daje kolorowanie ca lego
H z wyj́sciowych list.

Twierdzenie 19 (Galvin, 1995, D 5.4.4) Dla każdego dwudzielnego grafu G

ch′(G) = χ′(G) (= ∆G)).

Uwaga. Jest to uogólnione rozwia֒zanie problemu istnienia cze֒ściowego
kwadratu  lacińskiego, czyli pytania czy ch′(Kn,n) = n. Przeczytaj artyku l
“Quite easily done” na ten temat.

Dowód: Niech G be֒dzie grafem dwudzielnym o dwupodziale (X, Y ). Oz-
naczmy przez k jego indeks chromatyczny i niech c : E(G) → {1, . . . , k}
be֒dzie w laściwym kolorowaniem krawe֒dzi. Ponieważ zawsze

ch′(G) ≥ χ′(G) = k,

wie֒c pokażemy, że ch′(G) ≤ k. Skorzystamy przy tym z tożsamości ch′(G) =
ch(L(G)), gdzie L(G) jest grafem krawe֒dziowym grafu G.

Oznaczmy dla wygody H = L(G) i wprowadźmy orientacje֒ krawe֒dzi H .
Dla ee′ ∈ E(H) ustalamy ee′ ∈ E(D), gdy e ∩ e′ ∈ X i c(e) > c(e′) lub
e ∩ e′ ∈ Y i c(e) < c(e′).  Latwo sie֒ przekonać, że d+(e) < k (jeśli c(e) = i,
to e może wypuszczać strza lke֒ do co najwyżej i − 1 krawe֒dzi e′, z którymi
spotyka sie֒ w X i nie wie֒cej niż do k− i krawe֒dzi e′ z którymi spotyka sie֒ w
Y ).

Zatem pozostaje pokazać, że każdy indukowany podgraf D′ ma ja֒dro.
Zastosujemy indukcje֒ wzgle֒dem |D′|. Niech E ′ = V (D′) ⊆ E(G). Dla
każdego x ∈ X incydentnego z przynajmniej jedna֒ krawe֒dzia֒ ze zbioru E ′
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wybieramy spośród nich krawe֒dź o najmniejszej wartości c(e) i oznaczamy
ja֒ przez ex.

Twierdzimy, że zbiór U wszystkich krawe֒dzi ex jest ja֒drem podgrafu D′.
Jedno jest pewne: dla każdej e′ ∈ E ′ \ U mamy e′e ∈ D. Trzeba wie֒c tylko
pokazać, że U jest zbiorem niezależnym. Przypuśćmy nie wprost, że e, e′ ∈ U

i ee′ ∈ D′. Powiedzmy, że c(e) < c(e′). Zatem z definicji orientacji D, e i e′

spotykaja֒ sie֒ w Y .
Z za lożenia indukcyjnego D′ − e ma ja֒dro U ′. Jeśli e′ ∈ U ′, to U ′ jest

też ja֒drem D′. Jeśli e′ 6∈ U ′, to z definicji ja֒dra istnieje e” ∈ U ′ takie, że
e′e” ∈ D′. Zastanówmy sie֒, gdzie moga֒ spotykać sie֒ e′ i e”. Gdyby w X, to
c(e”) < c(e′) – sprzeczność z zaliczeniem e′ do U . Zatem w Y , co znaczy, że
c(e′) < c(e”), a wie֒c i c(e) < c(e”), czyli, że ee” ∈ D′. Oznacza to jednak, że
i tym razem U ′ jest ja֒drem ca lego D′.
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