8 Kryteria planarnosci

Graf planarny, to graf, ktéry mozna narysowaé (umiescié, zanurzyé) na
plaszczyznie tak, by krawedzie nie przecinaly sie poza swoimi wierzchotkami.
Nalezy odrézniaé¢ graf planarny (obiekt abstrakeyjny) od grafu plaskiego (konkretny
rysunek grafu planarnego bez przecie¢ krawedzi).

8.1 Topologiczne kryterium planarnosci

Wiemy juz, ze ani K5 ani K3 3 nie jest planarny. Réwniez zadna topologiczna
klika T'K5 ani T'K3 3 nie jest planarna. Stad zaden graf zawierajacy 17K lub
T' K33 nie jest planarny. Kuratowski odwroécit te implikacje.

Twierdzenie 13 (Kuratowski 1930 D 4.4.6) Graf jest planarny wgdy nie
zawtera T'Ks ani T K3 3.

Najpierw pokazemy, ze mozna sie ograniczy¢ do zwyklych minoréow. Dla
danym grafw X i G, piszemy G = MX, gdy V(G) = UIGV(X)V;, V. sa
parami roztaczne, dla kazdego =z € V(X) indukowany podgraf G[V,] jest
spéjny i dla kazdej pary x,y € V(X) istnieje krawedZ pomiedzy V, iV, wgdy
xy € F(X). Innymi stowy, X powstaje z G przez $ciagniecie zbioréw V. i
usuniecie krawedzi rownolegtych. Jesli G = MX i G C Y, to X nazywamy
minorem grafu Y. Obie relacje, bycia minorem i topologicznym minorem
(zdefiniowana w rozdziale 6), sa czeSciowymi porzadkami.

Lemat 5 ( D 4.4.2) Graf zawiera K5 lub K33 jako minor wgdy zawiera K
lub K33 jako topologiczny minor.

Dowod:  Latwo pokazaé, ze kazdy T'X jest rowniez M X oraz, ze przy
A(X) < 3, kazdy M X zawiera TX (éwiczenia). Zatem wystarczy pokazaé,
ze kazdy graf G zawierajacy M K5 zawiera T K5 lub M K 5.

Niech K bedzie minimalnym podgrafem G, takim ze K = M K5. Wtedy,
kazdy z 5 zbiorow podziatu, V;, 7 = 1,...,5, indukuje drzewo T;, a pomiedzy
kazda para tych zbioréw jest dokladnie 1 krawedz. Rozszerzmy drzewa T; do
drzew T/ poprzez dodanie 4 krawedzi taczacych je w K z innymi zbiorami
podziatu.

Z minimalnosci K, drzewa T maja dokladnie 4 wierzchotki wiszace (te

)

nalezace do innych zbioréw). Jesli dla kazdego i, T) = TK;y4, to K =

)

TK®. Jedli, np. T} nie jest TK; 4, to ma doktadnie 2 wierzcholki stopnia
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3, powiedzmy a i b. Wtedy, dzielimy V; = AU B, gdzie a € A, b € B, i
Sciagamy zbiory A, B, Vs, ..., V5, otrzymujac K 3. [ |
Zatem Tw. Kuratowskiego jest réwnowazne nastepujacemu.

Twierdzenie 14 (Wagner 1937 D 4.4.6) Graf jest planarny wgdy nie za-
wiera M K5 ant MKs 3.

Udowodnimy je najpierw dla graféw 3-spéjnych.

Lemat 6 (D 4.4.3) Kazdy 3-spdjny graf G bez M Ks ani M K;3 jest pla-
narny.

Dowdd:  Indukcja wzgledem |G|. Dla |G| = 4 jest to prawda (G = Kj).
Niech |G| > 4 i zalézmy Lemat jest prawdziwy dla mniejszych graféw. Z
Lematu 2, G ma krawedz zy taka, ze G|zy jest 3-spdjny. Oczywiscie, G|zy
tez nie ma M K5 ani M K33 (z przechodniosci), wiec z zalozenia ind. jest
planarny. Niech G bedzie grafem plaskim izomorficznym z G|xy (rysunkiem
Glzy). .

Niech f bedzie $ciana G —v,,, zawierajaca vy, a C' jej brzegiem. Poniewaz
G — v,y jest 2-spéjny, to C jest cyklem (éw.). Niech X = Ng(z) — {} i
Y = Na(y) — {y}. Mamy X UY C V(C). Usuwajac z G krawedzie laczace
Uy 2 Y\ X, otrzymujemy rysunek G — y, gdzie vy, jest obrazem x. Teraz
dorysujemy tam y wraz z przyleglymi krawedziami.

Ponumerujmy wierzchotki z X kolejno wzdtuz cyklu C: xq, ..., x;. Dziela
one C na sciezki P;, i = 1,...,k, o koncach w x; i z;11, gdzie x4 = ;.
Pokazemy, ze Y C V/(FP;) dla pewnego i. Jesli nie, to albo istnieja 4 rézne
wierzcholki 2/, 2" € X iy, y” € Y, ulozone na cyklu w kolejnosci «’, v/, 2, ",
albo [ X NY| > 3. Dodajac x i y, w pierwszym przypadku otrzymalibySmy
TKss w G, wdrugim — TKs. Tak czy siak, sprzecznosé.

Niech wiec Y C V(P;). Wtedy jednak mozemy umiesci¢ y we wnetrzu
Sciany G otoczonej cyklem z — z; — P, — x;11 — @, otrzymujac plaski rysunek
grafu G. [ ]

Do pelego dowodu Tw. Kuratowskiego/Wagnera wystarczy teraz naste-
pujacy lemat.

Lemat 7 (D 4.4.5) Jesli |G| > 4 i G jest krawedziowo maksymalnym grafem
bez TK5 1 TKs3, to G jest 3-spojny. [ ]

I na koniec wazny wniosek.

Whniosek 8 (D 4.4.7) Kazdy krawedziowo maksymalny graf planarny (tri-
angulacja) o co nagmniej 4 wierzcholkach jest 3-spdjny.
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8.2 Algebraiczne kryterium planarnosci

Przestrzeniq krawedziowq grafu G nazywamy przestrzen liniowa
E(G)={f:E(G) =T} ={EC E(G)}

nad cialem Fy. Standardowa baza jest tu rodzina pojedynczych krawedzi
{{e} e € E(G)}.

Przestrzen cykli C(G) to podprzestrzen liniowa przestrzeni £(G) gen-
erowana przez cykle grafu G. Gdy G jest spdjny, to wymiar przestrzeni
C(G), zwany liczba cyklomatyczna grafu G, wynosi ||G]|| — |G| + 1.

Cykl jest nierozdzielajgcy, gdy jego zbiér wierzchotkéw nie rozdziela zadnej
pary wierzchotkéw spoza tego cyklu.

Twierdzenie 15 (Tutte 1963, D 3.2.3) Dia 3-spdjnego grafu G, przestrzen
C(Q) jest generowana przez indukowane, nierozdzielajace cykle. [ |

Fakt 7 (D 4.2.7) gciany 3-spajnego grafu plaskiego pokrywajq sie z jego
indukowanymsi, nierozdzielajacymi cyklamia.

Dowdd: Zalézmy, ze G jest 3-spéjny i ptaski. Niech C' bedzie indukowanym
i nierozdzielajacym cyklem w G. Wtedy wszystkie wierzchotki nie lezace na
nim sa wewnatrz cyklu C' albo wszystkie na zewnatrz, a to oznacza ze C' jest
sciana.

Niech teraz C' bedzie $ciana, a wiec cyklem. Gdyby C' miat cieciwe xy, to
Sciezka taczaca w G — {z,y} sktadowe grafu C' — {z, y} musialaby przecinaé
te cieciwe (istnienie takiej $ciezki wynika z 3-spdjnosci grafu G). zatem C
jest indukowanym cyklem. Dla dowolnych wierzchotkéw z,y & V(C), na
podstawie Globalnego Twierdzenia Mengera (Tw. 9) istnieja 3 niezalezne
xy-sciezki, ktoére dziela plaszczyzne na 3 obszary. Z uwagi na planarnosc,
cykl C' musi sie w calosci zawiera¢ w jednym takim obszarze, ale to oznacza,
ze jedna z tych 3 $ciezek omija go zupelnie, wiec C' nie rozdziela x i y. [ ]

Nastepne twierdzenie taczy w sobie topologiczne (planarnos¢) i algebraiczne
(przestrzen cykli) aspekty teorii graféw. Baze przestrzeni C(G) nazywamy
prosta, gdy kazda krawedz grafu GG nalezy do nie wiecej niz dwoch elementow
tej bazy.

Twierdzenie 16 (Maclane 1937, D 4.5.1) G jest planarny wgdy C(QG)
ma baze prostq.
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Dowdd (Szkic):  Zaldézmy, ze G jest 2-spéjny i plaski. Stad (¢w.) wszyskie
Sciany to cykle, i wszystkie skonczone $ciany tworza baze przestrzeni C(G)
(éw.). Ta baza jest, oczywiscie, prosta.

Odwrotnie, niech {Ci,...,Cy} bedzie prosta baza C(G). Dla kazdej
krawedzi e € E(G), C(G — e) ma tez baze prosta (¢w.).

Stad kazdy podgraf rozpiety grafu G ma baze prosta. Przypusémy, ze G
nie jest planarny. Wtedy, na podstawie Tw. Kuratowskiego, zawiera T K5
lub T'K3 5. Jesli C(G) nie ma bazy prostej, to C(T'G) tez jej nie ma (¢w.).
Zatem wystarczy pokaza¢, ze ani K5 ani K33 (éw.) nie maja prostej bazy.

Przypus$émy, ze K5 ma baze prosta. Poniewaz wymiar przestrzeni C(K5)
wynosi 6, ta baza sktada sie z 6 elementéw, powiedzmy, {C1, ..., Cs}. Poniewaz
zaden element bazy nie jest zbiorem pustym, to kazdy z nich zawiera cykl,
a wiec ma co najmniej 3 krawedzie. Co wiecej, suma Cy = C; + - -+ + Cg
zawiera wylacznie te krawedzie, ktore naleza do tylko jednego elementu bazy.
Ponadto, z definicji bazy, Cy # 0. Stad

18 =6 x 3 < O] + -+ |Co| = 2||Ks]| — |Col €2 x 10— 3 =17

co jest sprzecznoscia. [ |

Niespodziewanie, powyzsza algebraiczna charakteryzacja planarnosci, w
polaczeniu z Twierdzeniem 15, daja interesujace i stosunkowo tatwe do sprawdzenia
kryterium planarnosci dla graféw 3-spdjnych.

Twierdzenie 17 (Tutte 1963, Kelmans 1978, D 4.5.2) 3-spojny graf G
jest planarny wgdy kaZda krawedZ nalezy do co najwyiej dwdch (a nawet
doktadnie dwdch) indukowanych, nierozdzielajacych cykli. [ |
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