
7 Drzewiastość i lesistość

Inna miara spójności: drzewiastość = maksymalna liczba krawe֒dziowo roz la֒cznych
rozpie֒tych drzew.

Kiedy istnieje k takich drzew w grafie?
Warunek konieczny: Dla każdego podzia lu V na r cze֒ści, G ma co

najmniej (r − 1)k krawe֒dzi ,,pomie֒dzy”.

Twierdzenie 11 (Tutte, 1961; Nash-Williams, 1961, {D 2.4.1}) Multigraf

G zawiera k roz la֒cznych rozpie֒tych drzew wgdy każdy podzia l Π zbioru V ma

co najmniej k(|Π| − 1) ,,mie֒dzykrawe֒dzi”.

Wniosek 7 Jeśli G jest krawe֒dziowo 2k-spójny, to G ma k roz la֒cznych

rozpie֒tych drzew.

Dowód: Dla każdego podzia lu Π, na podstawie 2-spójności, mamy co na-
jmniej 1

2
|Π|2k > k(|Π| − 1) ,,mie֒dzykrawe֒dzi”.

Definicja podzia lu grafu G na rozpie֒te podgrafy G1, ..., Gk : E(G) =
E(G1) ∪ ... ∪ E(Gk).

Drzewiastość grafu wia֒że sie֒ z problemem: znaleźć podzia l grafu na jak
najwie֒cej spójnych, roz la֒cznych, rozpie֒tych podgrafów (bo drzewa sa֒ mini-
malnymi spójnymi grafami).

Problem dualny: znaleźć podzia l grafu na jak najmniej acyklicznych
podgrafów (bo drzewa sa֒ maksymalnymi acyklicznymi grafami).

Inaczej, przy danym k, które grafy można podzielić (roz lożyć) na nie
wie֒cej niż k lasów?

Komentarz: Spójność jest w lasnościa֒ rosna֒ca֒, a cykliczność – maleja֒ca֒.
Warunek konieczny: Dla każdego ∅ 6= U ⊆ V , zachodzi ||G[U ]|| ≤

k(|U | − 1).

Twierdzenie 12 (Nash-Williams, 1964,{D 2.4.4}) Multigraf G można

podzieć na co najwyżej k lasów wgdy dla każdego ∅ 6= U ⊆ V , zachodzi

||G[U ]|| ≤ k(|U | − 1).

Dowody obu powyższych twierdzeń (w wersji pochodza֒cej od Madera)
opieraja֒ sie na tym samym lemacie.

18



Lemat 4 Niech F 0

1
, . . . , F 0

k be֒dzie zbiorem k krawe֒dziowo-roz la֒cznych lasów

w grafie G o maksymalnej  la֒cznej liczbie krawe֒dzi
∑k

i=1
||F 0

i || i niech e0 ∈

E(G) \
⋃k

i=1
E(F 0

i ). Wtedy istnieje U ⊆ V (G) taki, że U ⊃ e0 oraz, dla

każdego i = 1, . . . , k, indukowany podgraf F 0

i [U ] lasu F 0

i jest spójny.

Zanim podamy dowód lematu, pokażemy jak szybko wynikaja֒ z niego oba
twierdzenia.
Dowód Twierdzenia 12: Przypuśćmy, że multigrafu G nie można podzielić
na k lasów. Wtedy, jeśli F 0

1
, . . . , F 0

k oraz e0 i U sa֒ takie jak w Lemacie 4, to
||G[U ]|| ≥ k(|U | − 1) + 1 – sprzeczność.

Dowód Twierdzenia 11: Pokażemy tylko nietrywialna֒ implikacje. Jest to
dowód indukcyjny wzgle֒dem |G|.  Latwo sprawdzić, że implikacja zachodzi
dla multigrafów G o |G| = 2. Niech G be֒dzie grafem o |G| > 2 i za lóżmy, że
twierdzenie zachodzi dla wszystich grafów o liczbie wierzcho lków mniejszej
niż |G|.

Niech F 0

1
, . . . , F 0

k be֒da֒ jak w Lemacie 4. Jeśli wszystkie F 0

i sa֒ drze-

wami, to koniec dowodu. W przeciwnym razie,
∑k

i=1
||F 0

i || < k(|G| − 1),
ale z za lożenia twierdzenia, biora֒c podzia l zbioru V (G) na jednoelemen-
towe podzbiory, otrzymujemy ||G|| ≥ k(|G| − 1). Zatem istnieje krawe֒dź
e0 ∈ E(G) \

⋃k

i=1
E(F 0

i ).
Niech U be֒dzie zbiorem jak w Lemacie 4. Ścia֒gaja֒c go do jednego wierz-

cho lka vU otrzymujemy graf G|U . Każdy podzia l Π wierzcho lków grafu
G|U indukuje podzia l Π′ wierzcho lków grafu G, na te֒ sama֒ liczbe֒ cze֒ści
i o tej samej liczbie ,,mie֒dzykrawe֒dzi”, których z za lożenia jest co najmniej
k(|G|−1). Ponieważ |U | ≥ 2, mamy |G|U | < |G| i na podstawie za lożenia in-
dukcyjnego, G|U ma k krawe֒dziowo roz la֒cznych rozpie֒tych drzew T1, . . . , Tk.
Zaste֒puja֒c w drzewie Ti wierzcho lek vU przez drzewo F 0

i [U ] otrzymujemy
zbiór krawe֒dziowo roz la֒cznych rozpie֒tych drzew w G.

Dowód Lematu 4:

Dla dowolnej k-tki lasów F = (F1, . . . , Fk) niech E(F ) =
⋃k

i=1
E(Fi).

Zauważmy, że jeśli F jest k-tka֒ lasów o maksymalnej wartości |E(F )|, to dla
każdej krawe֒dzi e ∈ E(G) \ E(F ) i dla każdego i, graf Fi + e zawiera cykl
Ce. Mówimy, że F ′ = (F ′

1
, . . . , F ′

k) jest otrzymana z F poprzez zamiane֒ e′ na
e w lesie Fi, jeśli e′ ∈ Ce, F ′

i = Fi + e− e′ oraz F ′
j = Fj dla wszystkich j 6= i.

Zauważmy też, że sk ladowa Fi zawieraja֒ca e′ ma po zamianie ten sam zbiór
wierzcho lków. Zatem, dla każdej pary x, y należa֒cej do tej samej sk ladowej
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lasu F ′
i , jedyna xy-ścieżka w F ′

i (oznaczenie xF ′
iy) odpowiada wzajemnie

jednoznacznie jedynej xy-ścieżce w Fi (oznaczenie xFiy).
Niech F 0 = (F 0

1
, . . . , F 0

k ) be֒dzie k-tka֒ lasów grafu G jak w za lożeniach
lematu. Niech, ponadto, F ′ be֒dzie rodzina֒ wszystkich k-tek lasów otrzy-
manych z F 0 w wyniku dowolnej serii zamian. Oznaczmy przez E0 zbiór
tych krawe֒dzi grafu G, które sa֒ poza przynajmniej jedna֒ k-tka֒ z F ′, tj.
E0 =

⋃
F∈F ′(E(G) \ E(F )). Niech G0 = G[E0] = (V (G), E0) be֒dzie pod-

grafem G z lożonym z krawe֒dzi ze zbioru E0. Weźmy e0 ∈ E(G) \ E(F 0).
Ponieważ F 0 ∈ F ′, wie֒c e0 ∈ E0. Niech C0 be֒dzie sk ladowa֒ G0 zawieraja֒ca֒
e0. Twierdzimy, że U = V (C0), tzn., że F 0

i [U ] jest spójny, i = 1, . . . , k.

Fakt 6 Niech k-tka lasów F ′ be֒dzie otrzymana z F przez zamiane֒ w lesie

Fi. Jeśli xF ′
i y ⊂ C0, to xFiy ⊂ C0.

Ten fakt pozwala szybko zakończyć dowód lematu. W celu wykazania
spójności podgrafu F 0

i [U ] wystarczy pokazać, że dla każdej krawe֒dzi xy ∈ C0

mamy xF 0

i y ∈ C0. Niech e = xy ∈ C ⊂ E0. Istnieje liczba naturalna s oraz
k-tki lasów F 1, . . . , F s takie, że F r jest otrzymana z F r−1 w wyniku zamiany
w dowolnym lesie, r = 1, . . . , s, oraz e ∈ E(G)\E(F s). Niech F ′ be֒dzie k-tka֒
otrzymana֒ z F s w wyniku dodania e do F s

i . Krawe֒dź e jest xy-ścieżka֒ w
F ′

i ∩C0, wie֒c na podstawie Faktu 6, ścieżka xF s
i y ⊂ C0. Jeśli F s otrzymano

z F s−1 w wyniku zamiany w lesie F s
j , j 6= i, to xF s−1

i y = xF s
i y ⊂ C0. W

przeciwnym razie, stosujemy ponownie Fakt 6, wie֒c tak czy owak xF s−1

i y ⊂
C0. Powtarzaja֒c to samo rozumowanie jeszcze s− 1 razy, w końcu osia֒gamy
nasz cel: xF 0

i y ⊂ C0.

Dowód Faktu 6: Niech e = uw ∈ E(F ′
i )\E(F ). Bez straty ogólności można

za lożyć, że e ∈ xF ′
i y, bo w przeciwnym razie xFiy = xF ′

i y i nie ma czego
dowodzić. Wystarczy pokazać, że vFiw ∈ C0 bo wtedy (xF ′

iy − e) ∪ vFiw

jest spójnym podgrafem Fi∩C0, który zawiera x, y a wie֒c też xFiy. Dowolna֒
krawe֒dź e′ ∈ vFiw można zamienić na e, zatem e′ ∈ E0. Sta֒d, vFiw ⊆ G0,
a ponieważ v, w ∈ xF ′

i y ⊆ C0, to co wie֒cej vFiw ⊆ C0.

Najmniejsze k jak w Twierdzeniu 12 nosi nazwe֒ lesistości grafu (ang.
arboricity).
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