
6 ,,Linking”

Definicja grafu k-zwartego (ang.: k-linked). Graf G nazywamy k-zwartym,
gdy |G| ≥ 2k oraz, dla każdego cia

↪
gu różnych 2k wierzcho lków s1, . . . , sk, t1, . . . , tk,

istnieje k roz la
↪
cznych ścieżek P1, . . . , Pk, gdzie Pi jest si − ti ścieżka

↪
, i =

1, . . . , k. Jest to w lasność mocniejsza od k-spójności.

Twierdzenie 10 (Jung 1970; Larman & Mani, 1970, {D 3.5.2}) Istnieje
funkcja f taka, że dla każdego k, każdy f(k)-spójny graf jest k-zwarty.

W dowodzie Tw. 10 jako lemat wykorzystuje sie
↪

inne twierdzenie o zaw-
ieraniu klik topologicznych, które trzeba poprzedzić seria

↪
definicji:

Podpodzia l grafu. Podpodzia lem grafu X nazywamy każdy graf Y

otrzymany z X przez zasta
↪
pienie (niektórych) jego krawe

↪
dzi niezależnymi

ścieżkami. Piszemy wtedy Y = TX. UWAGA: TX to nie jeden graf lecz
ca la, nieskończona rodzina.

Topologiczny minor. Jeśli Y = TX ⊆ G, to mówimy, że X jest
topologicznym minorem grafu G (X nie musi być podgrafem grafu G).

Przyk lad: X = K3 jest topologicznym minorem grafu Petersena, bo jego
podpodzia lem jest Y = C5, zawarty w grafie Petersena.

Wierzcho lki g lówne i dodatkowe. Jeśli Y = TX oraz δ(X) ≥ 3, to
zbiór V (X) ⊆ V (Y ) nazywamy zbiorem wierzcho lków g lównych, a V (Y ) \
V (X) zbiorem wierzcho lków pomocniczych. ( Latwo je odróżnić: te drugie
maja

↪
stopień dwa.)

Klika topologiczna. Jeśli X = Kr, to każdy minor topologiczny Y =
TX ⊆ G nazywamy klika

↪
topologiczna

↪
w G.

Ścia
↪
gnie

↪
cie (kontrakcja) podzbioru wierzcho lków. To operacja

polegaja
↪
ca na zasta

↪
pieniu podzbioru wierzcho lków U ⊆ V (G) jednym, nowym

wierzcho lkiem vU , zachowuja
↪
c wszystkie krawe

↪
dzie biegna

↪
ce w G z U na

zewna
↪
trz (usuwaja

↪
c jednak krawe

↪
dzie równoleg le). Nowy graf oznaczamy

przez G|U .

Lemat 3 (Mader 1967,{D 3.5.1}) Istnieje funkcja h taka, że każdy graf
G o średnim stopniu co najmniej h(r) zawiera TKr.

Dowód: Dla r ≤ 2 jest to prawda
↪
, nawet biora

↪
c h(r) = 1. Za lóżmy wie

↪
c,

że r ≥ 3. Pokażemy indukcja
↪
wzgle

↪
dem m = r, . . . ,

(

r

2

)

, że każdy graf spójny
G o średnim stopniu d(G) ≥ 2m zawiera topologiczny minor TX jakiegoś
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grafu X o |X| = r i ||X|| = m. Dla m =
(

r

2

)

, otrzymamy teze
↪

twierdzenia z

h(r) = 2(r

2
).

Przypadek m = r jest  latwy. Na podstawie Faktu 5 poniżej, G zawiera
podgraf H o minimalnym stopniu 2r−1, wie

↪
c zawiera cykl d lugości co najm-

niej 2r−1 + 1 > r. Każdy taki cykl jest minorem topologicznym cyklu Cr,
który jest szukanym grafem X.

Za lóżmy teraz, że r < m ≤
(

r

2

)

, G jest spójny, d(G) ≥ 2m. Niech U

be
↪
dzie maksymalnym podzbiorem zbioru V (G) takim, że G[U ] jest spójny

oraz d(G|U) ≥ 2m. (U istnieje, bo dla każdego v ∈ V (G), mamy G|{v} = G.)
Zauważmy, że U 6= V (G), bo wtedy d(G|U) = d(K1) = 0.

Niech H = G[N(U)], gdzie N(U) = NG(U) \U jest (niepustym) zbiorem
sa

↪
siadów wierzcho lków z U , którzy nie należa

↪
do U . Gdyby δ(H) < 2m−1, to

można by powie
↪
kszyć zbiór U , dodaja

↪
c do niego wierzcho lek v o minimalnym

stopniu w H. Wtedy d(G|U ∪ {v}) ≥ 2m – sprzeczność z maksymalnościa
↪
U

(podgraf G|U ∪ {v} jest spójny).
Zatem d(H) ≥ δ(H) ≥ 2m−1 i z za lożenia indukcyjnego, H ⊇ TZ, gdzie

|Z| = r, ||Z|| = m − 1. Niech x, y be
↪
da

↪
wierzcho lkami g lównymi TZ, nie

po la
↪
czonymi krawe

↪
dzia

↪
w Z. Ponieważ x, y ∈ N(U) oraz G[U ] jest spójny,

to istnieje x− y ścieżka w G o wszystkich wierzcho lkach wewne
↪
trznych w U ,

czyli poza H. Dodaja
↪
c ja

↪
do TZ otrzymujemy minor topologiczny TX, gdzie

X = Z ∪ {xy}.

Fakt 5 ({D 1.2.2}) Każdy graf G o ||G|| ≥ 1 ma podgraf H taki, że

δ(H) >
1

2
d(H) ≥

1

2
d(G)

Dowód Twierdzenia 10: Twierdzenie udowodnimy z f(k) = h(3k) + 2k,
gdzie h jest funkcja

↪
z Lematu 3. Niech G be

↪
dzie grafem f(k)-spójnym. Wtedy

d(G) ≥ δ(G) ≥ κ(G) ≥ h(3k).

Niech K = TK3k be
↪
dzie topologiczna

↪
klika

↪
rze

↪
du 3k w G, gwarantowana

↪

przez Lemat 3, i niech U be
↪
dzie zbiorem jej 3k wierzcho lków we

↪
z lowych.

Niech A = {s1, . . . , sk, t1, . . . , tk} be
↪
dzie zbiorem różnych wierzcho lków w

G. Ponieważ κ(G) ≥ 2k, to na podstawie Tw. Mengera istnieje rodzina R
z lożona z 2k roz la

↪
cznych A−U ścieżek. Wybierzmy ja

↪
tak, by zminimalizować

liczbe
↪

|
⋃

R∈R

E(R) \ E(K) | .
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Niech
R = {P1, . . . , Pk, Q1, . . . , Qk},

gdzie Pi ma koniec w si, a Qi – w ti, i = 1, . . . , k. Oznaczmy ich drugie
końce (te w U) przez si, ti, odpowiednio, a pozosta le wierzcho lki w U przez
u1, . . . , uk.

Niech Li be
↪
dzie U -́scieżka

↪
 la

↪
cza

↪
ca

↪
ui z si w K. Niech vi be

↪
dzie wierz-

cho lkiem Li, najbliższym ui, leża
↪
cym na jakiejkolwiek ścieżce R z R. Z

minimalności R, R musi sie
↪

pokrywać z Li na odcinku zaczynaja
↪
cym sie

↪
w

vi (a kończa
↪
cym w si). Sta

↪
d, R = Pi. Podobnie, oznaczaja

↪
c przez Mi U -

ścieżke
↪

 la
↪
cza

↪
ca

↪
ui z ti w K, a przez wi wierzcho lek Mi, najbliższy ui, leża

↪
cy

na jakiejkolwiek ścieżce R z R, wnioskujemy, że ta
↪

ścieżka
↪

jest Qi. Zatem
ścieżki siPiviLiuiMiwiQiti, i = 1, . . . , k, sa

↪
roz la

↪
czne (rysunek!).

Bollobás i Thomason pokazali w r. 1996, że można przyja
↪
ć f(k) = 22k.

Thomas i Wollan w r. 2005 poprawili to oszacowanie do f(k) = 16k, bo
pokazali, że każdy 2k-spójny graf o średnim stopniu co najmniej 16k jest
k-zwarty.
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