
3 Pokrycie kontra pakowanie cykli

Tw. Königa mówi, że w każdym grafie i dla każdego k, albo istnieje k

roz lacznych krawe֒dzi, albo wszystkie krawe֒dzie można pokryć mniej niż k

wierzcho lkami.
Jakie jeszcze grafy, oprócz K2, maja֒ podobna֒ w lasność? Ogólniej, dla

danej rodziny grafów H, porównujemy dwa parametry grafowe:

• najwie֒ksza֒ liczbe֒ k = k(G) roz la֒cznych wierzcho lkowo kopii grafów z
H, które można znaleźć w G (tzw. H-upakowanie)

• najmniejsza֒ liczbe֒ s = s(G) wierzcho lków, które pokrywaja֒ wszystkie
podgrafy grafu G izomorficzne z tymi z rodziny H (tzw. H-pokrycie).

Jeśli istnieje funkcja f(k) taka, że dla każdego G

s(G) ≤ f(k(G))

to mówimy, że rodzina H ma w lasność Erdösa-Pósy.
Tw. Königa mówi, że rodzina jednoelementowa H = {K2} ma w lasność

Erdősa-Pósy z f(k) = k. Pokażemy w tym rozdziale, że rodzina wszystkich
cykli ma te֒ w lasność z f(k) rze֒du k log k.

Twierdzenie 6 (Erdős-Pósa 1965) Istnieje funkcja f : N → R taka,

że dla każdego naturalnego k każdy graf G zawiera albo k wierzcho lkowo

roz la֒cznych cykli albo f(k − 1) wierzcho lków pokrywaja֒cych wszystkie cykle.

Lemat 1 Niech sk be֒dzie cia֒giem takim, że sk = 1 oraz

sk − 4 log sk ≥ sk−1.

Dla każdego k ≥ 1, każdy 3-regularny multigraf H o co najmniej sk wierz-

cho lkach zawiera k wierzcho lkowo roz la֒cznych cykli.

Powyższe waunki narzucone na cia֒g sk spe lnia, mie֒dzy innymi, cia֒g

sk = 4k(logk + log log k + 4), k ≥ 2.

(Szczegó ly w podre֒czniku.)
Dowód Twierdzenia 6: Pokażemy to twierdzenie z f(k) = k + sk+1, gdzie
sk jest takie jak w Lemacie 1. Możemy za lożyć, że G ma cykl, ale nie ma k

roz la֒cznych cykli. Niech H be֒dzie maksymalnym podgrafem z

2 ≤ δ(H) ≤ ∆(H) ≤ 3.

Z maksymalności H wynika że
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(i) każdy cykl w G przecina V (H),

(ii) nie istnieje H -́scieżka o obu końcach stopnia 2 w V (H).

Niech U be֒dzie zbiorem wierzcho lków stopnia 3 w H, a W = V (H) \ U .
Z powyższych w lasności H wynika, że jeśli cykl C w G spe lnia warunek
V (C) ∩ U = ∅, to C ⊆ H, tzn. C jest izolowanym cyklem w H (inaczej
2-regularna sk ladowa֒), lub |V (C) ∩ W | = 1.

Niech C be֒dzie rodzina֒ cykli C w G takich, że

V (C) ∩ U = ∅ i |V (C) ∩ W | = 1.

Niech Z ⊆ W be֒dzie zbiorem wierzcho lków z W leża֒cych na cyklach z C. Dla
każdego z ∈ Z wybierzmy jeden cykl Cz ∈ C taki, że z ∈ V (Cz) i oznaczmy
C′ = {Cz : z ∈ Z}.

Z uwagi na maksymalność H (w lasność (ii)), cykle z rodziny C′ sa֒ roz la֒czne
(sprawdzić rysunkowo!). Niech D be֒dzie rodzina֒ izolowanych cykli w H,
roz la֒cznych z Z. Rodzina C′∪D sk lada sie֒ z roz la֒cznych cykli, wie֒c |C′∪D| ≤
k − 1. Rozpatrzmy zbiór X = Z ∪ Y , gdzie Y zawiera po 1 wierzcho lku z
każdego cyklu w D. Mamy wie֒c |X| = |C′ ∪ D| ≤ k − 1.

Zauważmy, że zbiór wierzcho lków X ∪ U pokrywa wszystkie cykle w G.
Trzeba jeszcze pokazać, że |U | < sk. W tym celu stosujemy Lemat 1 do
grafu H ′ otrzymanego z H przez zasta֒pienie wszystkich indukowanych ścieżek
krawe֒dziami (operacja odwrotna do brania topologicznego minora – nazwi-
jmy ja֒ redukcja֒ topologiczna֒). Gdyby H ′ mial k roz la֒cznych cykli, to H też.

Dowód Lematu 1: Indukcja wzgle֒dem k (przypadek k = 1 wynika z jednego
z zadań). Niech k ≥ 2, a C be֒dzie najkrótszym cyklem w H.  Latwo pokazać,
że |C| < 2log|H| (Zadanie).

Pokażemy, że podgraf indukowany H − V (C), po redukcji topologicznej,
jest 3-regularnym multigrafem o co najmniej

|H| − 2|C| > sk − 4 log sk ≥ sk−1

wierzcho lkach. Wtedy, na podstawie za lożenia indukcyjnego, be֒dzie on mieć
k − 1 roz la֒cznych cykli, a wie֒c H − V (C) też be֒dzie mieć k − 1 roz la֒cznych
cykli, które wraz z C utworza֒ k roz la֒cznych cykli w H.

W tym celu, tworzymy rekurencyjnie podzia l V (H) = V1∪V2. Pocza֒tkowo
V1 := V (C), a e(V1, V2) := m ≤ |C|, gdzie e(V1, V2) jest liczba֒ krawe֒dzi
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mie֒dzy V1 a V2. Jeśli w H[V2] jest wierzcho lek stopnia 0 lub 1, to przerzucamy
go do V1. W każdym kroku zmniejszamy e(V1, V2). Ostatecznie, po n ≤ m

krokach, mamy e(V1, V2) ≤ m− n, i konsekwentnie w H[V2] jest co najwyżej
m − n wierzcho lków stopnia 2 (bo każdy z nich jest incydentny z dok ladnie
jedna֒ krawe֒dzia֒ o drugim końcu w V1). Zatem podgraf H[V2] = H − V1, nie
maja֒c wcale stopni 0 i 1, redukuje sie֒ topologicznie do grafu 3-regularnego o
co najmniej

|H| − |C| − n − (m − n) ≥ |H| − 2|C|

wierzcho lkach.
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