2 Pokrycia sciezkowe graféw skierowanych
Przypomnijmy znane twierdzenie minimaksowe.

Twierdzenie 4 (Koénig, 1931) W grafie 2-dzielnym G, liczba krawedzi B(Q)
w najwiekszym skojarzeniu jest rowna liczbie wierzchotkéw v(G) w najm-
niejszym pokryciu krawedzi.

Niech F bedzie rodzing grafow. F-pokryciem grafu G nazywamy rozpiety
podgraf grafu G, ktorego kazda sktadowa jest izomorficzna z jakim$ grafem
z rodziny F. Moc pokrycia mierzymy liczba sktadowych.

Jesli F = {K;, Ks}, to interpretujac skojarzenia jako pokrycia przy po-
mocy Ky i Kj, wnioskujemy na podstawie Twierdzenia 4, ze w grafach
2-dzielnych minimalne takie pokrycie ma moc M +n —2M =n — M =
n—v(G) = a(G). (W dowolnym grafie tak by¢ nie musi (np. K3).)

Jesli F = {P, Py, ...}, to mamy pokrycia $ciezkami dowolnej dlugosci,
inaczej rozpiete podgrafy, ktorych kazda skladowa jest Sciezka. Latwo pokazad,
ze w kazdym grafie G istnieje pokrycie co najwyzej o(G) Sciezkami.

Wersja skierowana pokry¢ éciezkami jest trudniejsza. Tutaj F jest rodzina
wszystkich $ciezek skierowanych. Jesli graf skierowany G jest otrzymany
z nieskierowanego grafu dwudzielnego poprzez orientacje jego krawedzi, to
ma on tylko Sciezki skierowane diugosci 0 lub 1, i ponownie Twierdzenie 4
implikuje, ze istnieje pokrycie co najwyzej a(G) $ciezkami.

Twierdzenie 5 (Gallai, Milgram, 1960) W kaZdym grafie skierowanym
G istnieje pokrycie co najwyzej o(G) (skierowanymi) Sciezkami.

Dowdéd:  Dla dowolnego pokrycia P oznaczmy przez ter(P) zbiér koncdw
Sciezek z P i nazwijmy go terminalem pokrycia P. Mowimy, ze P jest min-
imalne, jesli zaden podzbiér wlasciwy terminalu ter(P) nie jest terminalem
jakiegos pokrycia grafu G.

Pokazemy przez indukcje wzgledem |G|, ze jedli P = {P', ..., P™} jest
minimalne, to istnieje zbidr niezalezny I taki, ze INV(PY) #0,i=1,...,m.
To, oczywiscie, implikuje, ze m = |P| < a(G).

Dla |G| = 1 nie ma czego dowodzi¢. Wezmy dowolny graf skierowany G
o |G| > 2 i jego minimalne pokrycie P = {P', ..., P™}. Jedli T = ter(P) jest
zbiorem niezaleznym, to koniec dowodu. W przeciwnym razie, bez straty
ogblnosci, mozna przyjaé, ze istnieje tuk z korica P? (v5) do kotica P! (vy).
Zauwazmy, ze



I. P1 # K,
gdyz w przeciwnym razie 7' — {vo} bylby terminalem pokrycia otrzymanego
przez dolaczenie $ciezki P? do wierzchotka v,. Niech v bedzie poprzednikiem
vy na $ciezce PL.

Przyjrzyjmy sie pokryciu P’ = {P! — vy, P?, ..., P"} grafu G' = G — v;.
Twierdzimy, ze jest ono minimalne w G’. Przypus$émy, nie wprost, ze nie jest.
Wtedy istnieje pokrycie P” grafu G’ takie, ze ter(P”) C ter(P’). Zauwazmy,
ze

II. v & ter(P"),
gdyz w przeciwnym razie, przedtuzajac $ciezke w P” konczaca sie w v do
vy, otrzymaliby$my pokrycie grafu G o terminalu Scisle zawartm w 7T -
sprzecznos¢ z minimalnoscia P w G. Podobnie, zaktadajac II, mozna pokazac,
ze

1. vy & ter(P").

Stad |P"| < |P'| —2 = |P| — 2 i pokrycie P” wzbogacone o $ciezke 1-
wierzchotkowa {v1} jest pokryciem G o terminalu $cisle zawartym w T -
sprzecznos¢ z minimalnoscia P w G.

Zatem P’ jest minimalne w G’ i na podstawie zalozenia indukcyjnego
istnieje zbiér niezalezny I przecinajacy kazda ze Sciezek z P’. Ten sam zbidr
przecina kazda ze $ciezek z P i tym bardziej jest niezalezny w G. [ ]

Whiosek 3 (Tw. Dilwortha) W kaZdym zbiorze czesciowo uporzadkowanym
P, minimalna liczba tancuchéw pokrywajgcych P rowna sie maksymalnej
mocy antyltancucha.



