
13 Zastosowania Lematu Szemerédiego

13.1 Twierdzenie Erdősa-Stone’a (Rozdzia ly 7.1 i 7.5
podre֒cznika)

Jednym z g lównych zagadnień ekstremalnej teorii grafów jest wyznaczenie
parametru

ex(n, H) = max{||G|| : |G| = n i G 6⊇ H},

be֒da֒cego maksymalna֒ liczba֒ krawe֒dzi w n-wierzcho lkowym grafie G nie
zawieraja֒cym żadnej kopii danego grafu H .

Graf Turána T r−1(n) to graf (r − 1)-dzielny o n ≥ r − 1 wierzcho lkach i
maksymalnej liczbie krawe֒dzie (oznaczanej tr−1(n)). Moce jego klas podzia lu
różnia֒ sie֒ o co najwyżej 1.

Twierdzenie 26 (D 7.1.1, Turán, 1941) Dla wszystkich liczb naturalnych
r i n, r > 1, każdy graf bez Kr o n wierzcho lkach i ex(n, Kr) krawe֒dziach
jest (izomorficzny z) grafem Turána.

Twierdzenie 27 (D 7.1.2, Erdős, Stone, 1946) Dla wszystkich liczb nat-
uralnych r ≥ 2 i s ≥ 1, i dla każdego ǫ > 0, istnieje n0 takie, że każdy graf o
n ≥ n0 wierzcho lkach i

||G|| ≥ tr−1(n) + ǫn2

krawe֒dziach zawiera Kr
s := K(s, s, . . . , s

︸ ︷︷ ︸

r

) – r-dzielny graf pe lny.

Z tego wynika ważny wniosek.

Wniosek 9 ( D 7.1.3 Erdős, Simonovits, 1966)

lim
n→∞

ex(n, H)
(

n

2

) =
χ(H) − 2

χ(H) − 1

Dowód: Niech χ(H) = r. Wtedy dla każdego n, H 6⊆ T r−1(n),a zatem
ex(n, H) ≥ tr−1(n). Z drugiej strony, dla dostatecznie duzych s, H ⊆ Kr

s ,
wie֒c ex(n, H) ≤ ex(n, Kr

s ). Na podstawie Tw. 27, dla każdego ǫ > 0 i
dostatecznie dużych n,

ex(n, Kr
s ) ≤ tr−1(n) + ǫn2.
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Ostatecznie
tr−1(n) ≤ ex(n, Kr

s ) ≤ tr−1(n) + ǫn2

i dziela֒c przez
(

n

2

)
oraz przechodza֒c z n → ∞, otrzymujemy, że

lim
n→∞

ex(n, H)
(

n

2

) = lim
n→∞

tr−1(n)
(

n

2

) =
r − 2

r − 1
.

(Niestety Wniosek 9 nie mówi wiele o grafach dwudzielnych.)

Def. grafu regularności: Dane sa֒ ǫ-regularny podzia l Π := (V0, . . . , Vk)
grafu G i liczba d ∈ [0, 1] (tzw. próg ge֒stości). Niech R = R(Π, d) be֒dzie
grafem o zbiorze wierzcho lków {v1, . . . , vk}, w którym vivj jest krawe֒dzia֒
wgdy para (Vi, Vj) jest ǫ-regularna o ge֒stości dG(Vi, Vj) ≥ d.

Graf Rs powstaje przez powie֒kszenia (blow-up) grafu R w skali s, tzn.
każdy wierzcho lek vi grafu R zaste֒pujemy zbiorem niezależnym Ui mocy s,
a każda֒ krawe֒dź – grafem pe lnym 2-dzielnym Ks,s.

Lemat 13 (D 7.5.2 Lemat o zanurzaniu – ,,Weak Blow-up Lemma”)
Dla każdego d > 0 i ∆ ≥ 1 istnieje ǫ0 > 0 takie, że dla każdego grafu H,
∆(H) ≤ ∆, dla każdego s i dla każdego grafu G wraz z ǫ-regularnym podzia lem
Π, ǫ ≤ ǫ0, w którym każdy zbiór poza śmietnikiem ma moc l ≥ s/ǫ0, zachodzi
implikacja:

H ⊆ Rs(Π, d) =⇒ H ⊆ G

Dowód: (Idea: sekwencyjne zanurzanie wierzcho lków z troska֒ o przysz lość.)
Niech H ⊆ Rs := Rs(Π, d). Uporza֒dkujmy wierzcho lki H dowolnie: u1, . . . , uh,
h = |H|. Dla każdego i, niech j = σ(i) be֒dzie takie, że ui ∈ Uj. Chcemy
zanurzyć H w G, tzn. przypisać każdemu ui ∈ V (H) pewien vi ∈ Vσ(i).

Niech Y 0
i = Vσ(i) be֒dzie pocza֒tkowym zbiorem kandydatów na vi. Zbiory

kandydatów be֒da֒ modyfikowane w trakcie sekwencyjnego zanurzania: gdy
jako obraz pewnego uj wybierzemy vj, to dla każdego i > j takiego, że
ujui ∈ H , obetniemy Y j−1

i do

Y j
i := Y j−1

i ∩ NG(vj).

Ponieważ takich ui jest co najwyżej ∆, vj można wybrać tak, by wszystkie
zbiory Y j

i mia ly rozmiar co najmniej (d − ǫ)|Y j−1
i |. Rzeczywíscie, z Zadania
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107 wynika, że wierzcho lków nie spe lniaja֒cych tego wymogu jest nie wie֒cej
niż ∆ǫl, o ile

|Y j−1
i | ≥ ǫl.

Trzeba też pokazać, że wybór vj jest możliwy, tzn., że

|Y j−1
j | − ∆ǫl ≥ s

(bo, być może, obrazy s−1 innych wierzcho lków z Uσ(j) zosta ly już wybrane

i to w laśnie z Y j−1
j ).

Obie powyższe nierówności wynikaja֒ z nierówności

|Y j
i | ≥ (d − ǫ0)dij l,

która֒ udowodnimy indukcja֒ po j. Tutaj,

dij = |NH(ui) ∩ {u1, . . . , uj−1}|.

Dla ǫ0 < 1
∆+1

d∆ mamy

|Y j−1
i | ≥ (d − ǫ0)

∆l ≥ (∆ + 1)ǫ0l

i Zadanie 107 można stosować, co w zasadzie kończy dowód.

Idea dowódu Twierdzenia 27: Stosujemy Lemat 9 z tak dobranymi parame-
trami, by graf regularności R(Π, d) mia l wie֒cej niż

1

2
k2 r − 2

r − 1
≥ tr−1(n)

krawe֒dzi, i na podstawie Tw. Turána zawiera l graf pe lny Kr. Wtedy też Rs

zawiera Kr
s , i na podstawie Lematu 13, rownież G zawiera Kr

s .

13.2 Krawe֒dziowe liczby Ramseya (Twierdzenie 9.2.2
w podre֒czniku)

Twierdzenie 28 (D 9.1.1 Ramsey, 1930)
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Liczba֒ Ramseya R(H) nazywamy najmniejsza֒ liczbe֒ naturalna֒ N taka֒,
że każde 2-kolorowanie krawe֒dzi grafu pe lnego KN prowadzi do monochro-
matycznej kopii grafu H . Gdy H = Kn, to piszemy R(n) zamiast R(Kn). Na
przyk lad R(3) = 6. Wiadomo, że dla n > 3, R(n) > 2n. Jednak dla rzadkich
grafów H (a takimi sa֒ grafy o ograniczonym maksymalnym stopniu) liczby
Ramseya R(H) rosna֒ liniowo z n = |H|.

Twierdzenie 29 (D 9.2.2, Chvatál, Rödl, Trotter, Szemerédi, 1983)
Dla każdego ∆ ≥ 1 istnieje c > 0 takie, że dla każdego grafu H o maksy-
maknym stopniu ∆(H) ≤ ∆ mamy R(H) ≤ c|H|.

Dowód: Przyjmijmy d = 1/2. Niech ǫ0 = ǫ0(d, ∆) be֒dzie jak w Lemacie 13.
Ustalmy też m = R(∆ + 1) i wybierzmy ǫ ≤ ǫ0 tak, by

2ǫ <
1

m − 1
−

1

m
.

Niech M = M(ǫ, m) be֒dzie jak w Lemacie Szemerédiego 9.
Pokażemy prawdziwość twierdzenia dla c = M

ǫ0(1−ǫ)
. Niech n = |H|, N =

cn i niech KN = G∪Ḡ be֒dzie 2-kolorowaniem grafu pe lnego KN , gdzie przez
G oznaczamy graf z lożony z czerwonych krawe֒dzi (a przez Ḡ – z niebieskich).

Stosuja֒c Lemat 9 do G otrzymujemy ǫ-regularny podzia l Π = {V0, V1, ..., Vk},
gdzie |V0| < ǫN , |V1| = ... = |Vk| = l i m ≤ k ≤ M . Zauważmy, że

l =
N − |V0|

k
≥

n

ǫ0
.

Oszacujmy od do lu liczbe֒ krawe֒dzi grafu regularności R = R(Π, 0) reprezen-
tuja֒cego pary ǫ-regularne podzia lu Π bez żadnych warunków na ich ge֒stość
(sta֒d drugi parametr jest równy 0). Mamy

||R|| ≥

(
k

2

)

− ǫk2 >
m − 2

2(m − 1)
k2 ≥ tm−1(k) .

Zatem na podstawie tw. Turána R ⊃ Km. Oznaczmy te֒ klike֒ przez K i
pomalujmy jej krawe֒dzie {i, j} na dwa kolory: różowy, jeśli dG(Vi, Vj) ≥ 1/2
i b le֒kitny w przeciwnym razie. Z definicji liczby Ramseya, tak pomalowany
graf K zawiera klike֒ K∆+1, której wszystkie krawe֒dzie sa֒ w tym samym
kolorze.
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Ponieważ χ(H) ≤ ∆ + 1, to H ⊆ K∆+1
n , gdzie K∆+1

n powstaje z K∆+1

przez n-krotne rozdmuchanie. Zatem, jeśli tym kolorem jest różowy, to H ⊆
Rn(Π, 1/2) i na podstawie Lematu 13 H ⊆ G. Jeśli natomiast tym kolorem
jest b le֒kitny, to to samo jest prawda֒ w stosunku do grafu Ḡ. Korzystamy tu
z Zadania 106.
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