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1 Twierdzenie strukturalne Gallai’a i Edmondsa

Niech G = (V,E) be֒dzie grafem, a v ∈ V . Wprowadźmy oznaczenia

NG(v) = {u ∈ G : uv ∈ E(G)}

i, dla S ⊆ V ,

NG(S) =
⋃

v∈S

NG(v).

Zbiory NG(v) i NG(S) nazywamy sa֒siedztwami.
Skojarzenie M w grafie G to dowolny podgraf grafu G z lożony z roz la֒cznych

krawe֒dzi. Mówimy, że skojarzenie M nasyca zbiór S, gdy S ⊆ V (M). Sko-
jarzenie jest doskona le, gdy nasyca ca ly zbiór V (G). Skojarzenie doskona le
nazywane jest cze֒sto 1-faktorem.

Twierdzenie 1 (Hall, 1935)) Niech G = (V1, V2, E) be֒dzie grafem dwudziel-
nym. Wtedy G posiada skojarzenie nasycaja֒ce V1 wtedy i tylko wtedy, gdy
dla każdego S ⊆ V1 zachodzi nierówność

|NG(S)| ≥ |S|. (1)

Wniosek 1 Każdy k-regularny graf 2-dzielny ma skojarzenie doskona le, a
wie֒c i 1-faktoryzacje֒, tzn. rozk lad zbioru krawe֒dzi na k roz la֒cznych skojarzeń
doskona lych.

1



Wniosek 1 nie jest prawdziwy dla wszystkich grafów; najmniejszym kon-
trprzyk ladem dla k = 3 jest graf Petersena.

Wniosek 2 Jeśli w grafie 2-dzielnym G dla każdego S ⊆ V1 mamy |N(S)| ≥
|S| − d, to G ma skojarzenie nasycaja֒ce wszystkie oprócz co najwyżej d

wierzcho lków zbioru V1.

Niech CG be֒dzie rodzina֒ wszystkich sk ladowych grafu G, a q(G) – liczba֒
sk ladowych nieparzystych, tzn.

q(G) = |{C ∈ CG : |V (C)| jest liczba֒ nieparzysta֒ }|.

Twierdzenie 2 (Tutte) G ma 1-faktor wgdy dla każdego S

q(G − S) ≤ |S|.

Graf G nazywamy factor-critical gdy VG 6= ∅ i dla każdego v ∈ VG podgraf
G− v ma 1-faktor. Zbiór S ⊆ VG nazywamy matchable, gdy graf dwudzielny

HS = (S, CG−S, {sC : ∃c ∈ V (C) : sc ∈ E(G)})

ma skojarzenie nasycaja֒ce S.

Twierdzenie 3 (Tw. Strukturalne, Gallai 1964, Edmonds 1965) Dla
każdego grafu G

(a) Istnieje S ⊆ V (G) taki, że

(i) S jest matchable

(ii) Każda sk ladowa C ∈ CG−S jest factor-critical

(b) Dla każdego S ⊆ V (G) spe lniaja֒cego warunki (i) and (ii)

G ma 1-faktor ⇔ |S| = |CG−S|.

Uwaga 1 Tw. strukturalne implikuje Tw. Tutte’a, bo ∃S ⊆ V (G) taki, że

|S|
(i)

≤ |CG−S|
(ii)
= q(G − S)

T.T.

≤ |S| ⇒ |S| = |CG−S|,

wie֒ na podstawie cze֒ści (b), G ma 1-faktor.
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Uwaga 2 Cze֒ść (a) implikuje cze֒ść (b), bo jeśli G ma 1-faktor, to jak
poprzednio z (a) wynika, że |S| = |CG−S|; a w druga֒ strone֒, jeśli |S| = |CG−S|,
to konstruujemy 1-faktor M w G ze skojarzenia MS nasycaja֒cego S w HS

(MS jest w tym przypadku doskona le) oraz z 1-faktorów Ms w C − vs, gdzie
s ∈ S, vs ∈ V (C), a svs ∈ MS.

Uwaga 3 Tw. Strukturalne mówi wiele na temat struktury najwie֒kszych
skojarzeń (nie tylko doskona lych). Jeśli S spe lnia (i) i (ii), to mówimy, że
skojarzenie M jest generowane przez S, gdy powstaje z S w sposób opisany
w Uwadze 2. (Jeśli |S| < |CG−S|, to M nie jest doskona le.) Ten sam zbiór S

może generować wiele skojarzeń, wszystkie tej samej mocy

|S| +
1

2
(n − |S| − |CG−S|) ,

gdzie n = ||V (G)|.

Obserwacja 1 Każde najwie֒ksze skojarzenie M w G jest generowane przez
każdy zbiór S ⊆ V (G) spe lniaja֒cy warunki (i) i (ii).

Dowód: Ustalmy najwie֒ksze skojarzenie M w G oraz zbiór S ⊆ V (G)
spe lniaja֒cy warunki (i) i (ii). Niech M0 be֒dzie dowlnym skojarzeniem gen-
erowanym przez S. Skracaja֒c CG−S do C, mamy

|M | ≥ |M0| = |S| +
1

2
(n − |S| − |C|) .

Niech kS be֒dzie liczba֒ krawe֒dzi M o przynajmniej jednym końcu w S, a kC

– liczba֒ pozosta lych krawe֒dzi M . Wtedy

kS ≤ |S| kC ≤
1

2
(n − |S| − |C|) , ale |M | = kS + kC.

Sta֒d wynika, że

kS = |S| kC =
1

2
(n − |S| − |C|) ,

a wie֒c M też jest generowane przez S.

Dowód Twierdzenia 3(a): Dowód opiera sie֒ na indukcji wzgle֒dem n =
|V (G)|. Dla n = 1 wybierzmy S = ∅. Dla n ≥ 2 za lóżmy, że Twierdzenie 3
jest prawdziwe dla wszytkich grafów G′ z |V (G′)| < n.
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Zdefiniujmy parametr d = d(G) jako

d = min{d′ : ∀T ⊆ V (G) q(G − T ) ≤ |T | + d′}

(można by go nazwać deficytem Tutte’a). Biora֒c T = ∅, widzimy, że d ≥ 0.
Sta֒d istnieje zbiór S, dla którego

q(G − S) = |S| + d. (2)

Niech S be֒dzie najwie֒kszym zbiore S spe lniaja֒cym równość (2). Pokażemy,
że S spe lnia warunki (i) i (ii) z cze֒ści (a) Twierdzenia 3. Zrobimy to w 3
krokach, uje֒tuch w formie faktów. Niech C := CG−S.

Fakt 1 |C| = q(G − S)

Dowód: Przypuśćmy nie wprost, że ∃C ∈ C, taka że |V (C)| jest liczba֒
parzysta֒. Dla dowolnego c ∈ V (C), weźmy S ′ = S ∪ {c} i C ′ − c. Ponieważ
|V (C)| jest liczba֒ nieparzysta֒, to q(C ′) ≥ 1. Sta֒d

q(G − S ′) ≥ q(G − S) + 1
(2)
= |S ′| + d.

Ale z definicji d, q(G − S ′) ≤ |S ′| + d, wie֒c q(G − S ′) ≤ |S ′| + d, co jest
sprzeczne z wyborem S.

Fakt 2 ∀C ∈ C : sk ladowa C jest factor-critical.

Dowód: Przypuśćmy nie wprost, że ∃C ∈ C ∃c ∈ V (C) takie, że C ′ = C−c

nie ma 1-faktora. Z za lożenia indukcyjnego zastosowanego do C ′ oraz Tw.
Tutte’a (patrz Uwaga 1) ∃T ′ ⊆ V (C ′) taki, że q(C ′ − T ′) ≥ |T ′| + 1. Ale,
q(C ′−T ′) = |T ′| mod 2, wie֒c q(C ′−T ′) ≥ |T ′|+2. Weźmy S ′ = S∪{c}∪T ′.
Wtedy

q(G − S ′) = q(G − S) − 1 + q(C ′ − T ′) ≥ |S ′| + d ≥ q(G − S ′),

ostatnia nierówność z definicji d. To stoi w sprzeczności z wyborem zbioru
S.

Fakt 3 S jest matchable.

Dowód: Możemy za lożyć, że S 6= ∅. wtedy q(G − S) = |S| + d > 0, wie֒c
C 6= ∅.

Przyjrzyjmy sie grafowi dwudzielnemu H := HS. Niech C′ ⊆ C i S ′ =
NH(C′). Wtedy, z definicji d, |S ′| ≥ q(G− S ′)− d ≥ |C′|, przy czym ostatnia
nierówność wynika sta֒d, że każda sk ladowa C ∈ C′ należy do CG−S′ (narysuj!).
Na podstawie Wniosku 2, H ma skojarzenie nasycaja֒ce co najmniej |C|−d =
q(G − S) − d = |S| wierzcho lków zbioru C, a wie֒c wszystkie z S.
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