
KOMBINATORYKA – 13
(zbiory cze↪ściowo uporza

↪
dkowane)

1. Narysować diagram Hassego dla relacji podzielności na zbiorze S = {1, 2, . . . , 10}. Wskaż
a) najwie↪kszy Ãlańcuch,
b) najwie↪kszy antyÃlańcuch,
c) najmniejszy zbiór Ãlańcuchów pokrywaja

↪
cych S,

d) najmniejszy zbiór antyÃlańcuchów pokrywaja
↪
cych S.

2. Porza
↪
dek interwaÃlowy. X – dowolna rodzina obustronnie domknie↪tych przedziaÃlów na prostej. I ¹ J

wgdy I = J lub prawy koniec I poprzedza lewy koniec J . Uzasadnić, że jest to cze↪ściowy porza
↪
dek. Wskazać

przykÃlad rodziny przedziaÃlów X, w której a) sa
↪
elementy minimalne, ale nie ma najmniejszego, b) nie ma

elementów minimalnych ani maksymalnych.

3. Wskaż izomorfizm mie↪dzy
a) {1, 2, . . . , n} ze standardowa

↪
relacja

↪
6, a {1, 2, . . . , n} ze standardowa

↪
relacja

↪
>.

b) {2, 3, 4, 6, 8} z relacja
↪
podzielności a pewna

↪
rodzina

↪
podzbiorów z relacja

↪
⊆.

4. Pokazać, że (N, |) jest krata
↪
. Wyznaczyć inf N.

5. Niech A be↪dzie dowolna
↪

rodzina
↪

podzbiorów pewnego zbioru X (A ⊆ 2X). Udowodnij, że relacja
zawierania ⊆ jest cze↪ściowym porza

↪
dkiem na A. Dla jakich A jest to porza

↪
dek liniowy ?

6. Niech P(n) be↪dzie rodzina
↪
podziaÃlów zbioru {1, . . . , n} na niepuste podzbiory z relacje↪ rozdrobnienia.

Uzasadnij, że jest to porza
↪
dek cze↪ściowy i narysuj diagram Hassego dla n = 5.

7. Niech M(X) be↪dzie posetem wszystkich kombinacji z powtórzeniami (multizbiorów) ze zbioru X. Zbiór
A ∈ M(X) jest w peÃlni określony przez krotności ri(A) – liczby wysta

↪
pień elementu i w A, dla wszystkich

i ∈ X. Pokazać, że poset M(N) jest izomorficzny z posetem (N, |).
8. Przedstawić M(N) jako sume↪ prosta

↪
.

9. Udowodnij dualne twierdzenie Dilwortha. Wskazówka: wykorzystać poje↪cie rze↪du (patrz wykÃlad 10).

10. Udowodnij lemat Dilwortha, korzystaja
↪
c z dualnego twierdzenia Dilwortha (patrz wyÃlkad 10).

11. W oparciu o Lemat Dilwortha udowodnij uogólnione twierdzenie Erdősa-Szekeresa (patrz wykÃlad 10).

12. Czy maksymalny Ãlańcuch i maksymalny antyÃlańcuch moga
↪
być rozÃla

↪
czne ?

13. Udowodnij, że każdy poset (X,¹) jest izomorficzny z posetem (A,⊆) dla pewnej rodziny podzbiorów
A ⊆ 2X .

14. Narysuj diagramy Hassego dla wszystkich parami nieizomorficznych krat o 5 elementach.

15. Czy zbiór kól na pÃlaszczyźnie z relacja
↪
zawierania jest krata

↪
?

16. Niech X be↪dzie zbiorem skończonym. Udowodnij, że (2X ,⊆) jest krata
↪
. Dla kardego Y ⊆ 2X wyznacz

kresy (supY , inf Y ).

17. Dla kraty Younga X, wyznacz
a) x ∨ y, x ∧ y dla dowolnych x, y ∈ Y ,
b) supY , inf Y dla dowolnego skończonego Y ⊆ X.

18. (a) Iloczyn kartezjański lokalnie skończonych posetów nie musi być lokalnie skończony. (b) Suma prosta
lokalnie skończonych posetów jest lokalnie skończona.

19. Pokazać, że punkty kratowe na pÃlaszczyźnie tworza
↪
krate↪, która jest suma

↪
prosta

↪
dwóch porza

↪
dków

liniowych.
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