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1 Tréjki Steinera i Kirkmana

System tréjek Steinera (STS) to 3-jednostajny hipergraf na n wierzchotkach
taki, ze kazda para nalezy do dokladnie jednej krawedzi.
Warunki konieczne dla istnienia: (g) podzielne przez 3 oraz n — nieparzyste,
czyli
n=6k+1 lub n=6k+3

Problem: Czy to sa warunki wystarczajace? (postawil Steiner 1853,
rozwiazal Reiss 1859; pozniej okazalo sie, ze Kirkman postawit i rozwiazat
juz w 1847).

Twierdzenie 1 Jesli n = 6k + 1 lub n = 6k + 3, to istnieje STS rzedu n.

Indukcyjny dowdd opiera sie na dwoch lematach i pomocniczym pojeciu
niepetnego STS (NSTS) (patrz [Lipski, Marek]).

System tréjek Kirkmana to STS podzielony na (n — 1)/2 klas, kazda
zlozona z n/3 rozlacznych tréjek, czyli skojarzen doskonatych. W oryginal-
nym brzmieniu z 1850 roku dla n = 15: fifteen young ladies in a school walk
out three abreast for seven days in succesion: it is required to arrange them
daily, such that no two shall walk twice abreast.

Ogdlnie, warunek konieczny: n/3 1 (n—1)/2 musza by¢ catkowite, a wiec
n = 6k + 3. Ray-Chaudhuri i Wilson udowodnili w 1971, ze to jest tez
warunek dostateczny.



Wariant Sylvestra — faktoryzacja K): uczennice maja spacerowac przez
13 tygodni tak by kazde trzy spotkaly sie w rzedzie doktadnie raz. Dlaczego

13 tygodni? Otéz
=5xT7x13
3 '

Ogodlnie, jest to pytanie o factoryzacje hipergrafu pelnego K,(f), ktory
sklada sie ze wszystkich (:f) r-elementowych podzbioréw. Faktoryzacja to
podzial na rozlaczne skojarzenia doskonate.

Twierdzenie 2 (Baranyai, 1975) Jesli r|n, to K ma faktoryzacje.

Znalez¢ faktoryzacje hipergrafu K& dlar = 2.

2 Konfiguracje kombinatoryczne

Przykilad : Zawody zuzlowe. 16 zawodnikow startuje po 4 w kazdym
biegu. Chcemy aby kazda para spotkala sie tylko raz. Biegéw musi wiec by¢
20, bo (126) = 120 = (3) x 20. Szukamy rodziny zbioréw 4-elementowych
(B4, ..., By) takich, ze kazda para elementéw nalezy do doktadnie jednego
z nich. (v, k, \)-konfiguracja nazywamy system zbioréw (X, B), gdy

Kl. |[X|=wv
K2. B C [X]*
K3. Ve,ye X: {BeB:{z,y} C B} =\

Elementy rodziny B nazywamy blokami. W przykladzie zuzlowym v = 16,
k =4, A = 1. Mamy ponadto dwa inne parametry: b= |B|ir=[{B € B :
x € B}| dla kazdego x € X. Wyznaczmy wzory na b i r: Stosujac metode
dwukrotnego przeliczania, liczba par ({z,y}, B), gdzie {z,y} C B, wynosi
(v — 1)\, a takze r(k — 1). Stad,

(v—=1A . o (v —1)
k-1 Tk k-1

Glowny problem: kiedy taka konfiguracja istnieje? mamy taki oto warunek
konieczny:

T =



Twierdzenie 3 (Nieréwnos$é Fishera) Zawsze b > v (réwnowaznie, r >
Warunkami koniecznymi sa tez odpowiednie podzielnosci wynikajace z
wzoréw na r i b:

kE—1UAv—1), k(k—1] v(v—1).

Nie jest jednak znana pelna charakterystyka warunkéw na istnienie (v, k, A)-
konfiguracji. Wiadomo kiedy istnieje konfiguracja dla k& < 5 [Lipski, Marek]
oraz ze podane wyzej podzielnosci gwarantuja istnienie konfiguracji dla dowol-
nych A\ k, o ile v jest dostatecznie duze.

Konfiguracje, dla ktorej b = v nazywamy konfiguracja kwadratowa.

Przyklad : Degustacja win. 7 degustatoréow poréwnuje 7 gatunkow
win. Kazdy préobuje 3 gatunki, ale tak, by kazda para byla poréwnana przez
te sama liczbe degustatorow. Tutaj: b=v =7, k=3,astadr=31 A= 1.
Np. 124, 235, 346, 457, 156, 267, 137.

Fakt 1 W kazdej konfiguracji kwadratowej kazde dwa bloki maja A wspolnych
punktow.

Dowdd: Zadanie domowe! [ |
1:

Wazny szczegdlny przypadek konfiguracji kwadratowych, gdy A =
ptaszczyzny rzutowe.

Plaszczyzna rzutowa nazywamy pare (X, B) (X zwany jest zbiorem punktéw,
a B zbiorem prostych), spemiajaca warunki:

K1. Przez kazde 2 punkty przechodzi doktadnie 1 prosta.
K2. Kazde dwie rézne proste maja dokladnie jeden punkt wspdlny.
K3. Istnieja 4 rézne punkty nie lezace na jednej proste;j.

Wiasnosci: Kazda prosta ma ¢+1 punktéw, przez kazdy punkt przechodzi
q + 1 prostych, tacznie jest ¢*> + ¢ + 1 punktéw i tylez prostych. Liczbe g
nazywamy rzedem plaszczyzny rzutowe;j.

Wiasnos$¢ 1 Plaszczyzny rzutowe to konfiguracje kwadratowe z A = 1.

Przyklad : plaszczyzna Fano.

Jezeli q jest potega liczby pierwszej, to istnieje ptaszczyzna rzutowa rzedu
q. Nie wiadomo, czy istnieja ptaszczyzny rzutowe dla innych q.

3



3 Ortogonalne kwadraty lacinskie

Dwa kwadraty lacinskie (a;;) i (b;;) sa ortogonalne, gdy wszystkie pary (a;;, b;;)
sa rozne

Twierdzenie 4 Istnieje co najwyzej n—1 ortogonalnych kwadratow tacinskich.
Jesli n, jest potega liczby pierwszej, to jest ich doktadnie n — 1.

Twierdzenie 5 Istnieje n —1 ortogonalnych kwadratow taciniskich wgdy ist-
nieje ptaszczyzna rzutowa rzedu n.

Twierdzenie 6 Jesli istnieje t ortogonalnych kwadratow tacinskich rzedu n
1 tylez rzedu m, to istnieje t ortogonalnych kwadratow tacinskich rzedu mn.

Whiosek: Jesli rozktad na czynniki pierwsze liczby n wynosi n = pi*...pp*,
to istnieje ¢ = min;{p]* — 1} ortogonalnych kwadratéw lacinskich.
Zatem dla kazdego n > 1, n # 2( mod 4) istnieje para ortogonalnych
kwadratéw laciniskich. A co w przypadku n = 2( mod 4)?

Przyklad Eulera: 36 oficerow. 36 oficerow po 6 z kazdego z 6 putkow,
a jednoczesnie po 6 z kazdej z 6 rang (porucznik, kapitan, etc.) Czy mozna
ich ustawi¢ w czworobok 6 na 6 tak, by w kazdym rzedzie (wiersze i kolumny)
kazdy pulk i kazda ranga byly reprezentowane? W 1900 Tarry pokazal, ze to
jest niemozliwe. FEuler przypuszczal, ze dla n = 2( mod 4) nigdy nie istnieje
para kwadratéw ortogonalnych. Mylit sie. Poza 2 i 6 zawsze istnieje.

Zalézmy, ze kwadrat tacinski jest czeSciowo wypetiony (ale tak, ze liczby
nie powtarzaja sie ani w wierszu ani kolumnie). Czy zawsze mozna go
uzupehié 7 Tak! (jest to wynik Smetaniuka z 1981r.). Jednym z wariantéw
problemu uzupelniania kwadratow lacinskich jest Sudoku.



