Matematyka Dyskretna

Zestaw 5: rOwnania rekurencyjne

Do wszystkich zadan podaj odpowiedz najpierw w postaci rekurencji, a potem sprobuj ja roz-
wigzac.
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Na ile sposobéw mozna wciggnaé na n-metrowy maszt flagi trzech koloréw, jesli flagi czerwone
maja szeroko$¢ dwoch metrow a pozostate jednego metra ?

. Na ile sposobéw mozna wciggnaé na n-metrowy maszt flagi pieciu koloréw, jesli flagi niebieskie

i zielone maja szerokos¢ 1m, a pozostale 2m?

Znajdz liczbe n-elementowych ciagéw ternarnych (tzn. o elementach ze zbioru {0, 1,2}), w kto-
rych liczba zer jest parzysta.

Wyznacz liczbe n-elementowych ciagéw ternarnych, w ktérych zadne dwie dwodjki nie stoja
obok siebie.

W pewnej populacji krolikéw kazda para zdolna do rozrodu rodzi co miesiac trzy pary. W chwili
wzero” jest jedna nowonarodzona para. Zaktadajac, ze kroliki sg zdolne do rozrodu po dwéch
miesigcach od narodzin, wyznacz liczbe par krélikéw po n miesiacach.

Na ile sposob6éw mozna wypelnié prostokat o wymiarach 2 x m kostkami o wymiarach 2 na 17

Podwojona wieza Hanoi sktada sie z 2n krazkoéw, po dwa krazki w kazdym z n réznych roz-
miaréw. Zasady przenoszenia sa takie jak na wykladzie: mamy trzy prety, nie mozna polozyé
wiekszego krazka na mniejszy. Jaka jest minimalna liczba ruchéw potrzebna do przeniesienia
wiezy z jednego preta na drugi?

Dana jest pewna liczba k > 2. Znajdz liczbe obszaréw a.,, na jakie dzieli ptaszczyzne n prostych,
z ktorych k jest réwnolegltych, a pozostalte przecinajg wszystkie proste. Zaktadamy, ze zadne
trzy proste nie przechodza przez jeden punkt. (Podaj rekurencje ze wzgledu na n, zakladajac,
ze k jest ustalone.)

Ile jest podzialéw zbioru [n] na dwa niepuste podzbiory (kolejnosé¢ nieistotna)?

Ile jest podzialéw zbioru [n] na trzy niepuste podzbiory (kolejnos$é¢ nieistotna)?
Wskaz.: wykorzystaj poprzednie zadanie.

Ile jest sposobdéw potlaczenia w pary wierzchotkéw wypuklego 2n-kata za pomoca nieprzecina-
jacych sie odcinkow (boki, przekatne).

W czasie szalejgcej inflacji bank oferuje lokate o nastepujacych warunkach: kazdego miesigca
potracana jest zaliczka podatkowa w wysokoséi 25% kwoty sprzed 2 miesiecy, a kwota dodana
w ciggu poprzedniego miesigca przynosi profit w wysokosci 200%. Klient zaklada lokate z
kwota poczatkows 1zl. Ile pieniedzy bedzie na koncie po roku?

Wskaz.: Tutaj ag = 1. Po pierwszym miesiacu ta kwota urosnie do a; = 1+ 2 = 3 (bo zaliczka
podatkowa nie jest jeszcze pobierana), a po dwoch miesiacach do ay = 3+2(3—1)—0,25 = 6, 75.

Majac do dyspozycji n klatek ustawionych szeregowo, chcemy rozmiesci¢ w niej k (nierozroz-
nialnych) lwow tak, by w kazdej klatce byt co najwyzej jeden lew i zadne lwy nie sasiadowaly ze
soba. Niech g(n, k) bedzie liczbg wszystkich takich rozmieszczen. Udowodnij, ze g(2k—1, k) = 1,
g2k, k) =k+1, g(n,1) =n, oraz g(n, k) =gn —2,k— 1)+ g(n—1,k) dlan > 2k —1> 3.

Znalezé wzory na S(n,n—2) 1 P(n,n—2). (te liczby zostaly zdefiniowane na wykladzie 29.11).
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15. Pokazaé, ze P(n,3) rowna sie liczbie podzialow liczby 2n na trzy skladniki, wszystkie mniejsze
niz n.
16. Pokaza¢, ze (i) P(2n,n) = P(n), (ii) P(n,k) = P(n— 1,k — 1)+ P(n — k, k).
Rozwiazania:
l.ag=1, a1 =2,a, =2ap_1 +an_2, ap = ‘f}; (1—V2)" + \f/_il (14 v2)™.
2. a0=1,a1 =2, ap, =2an_1 + 30 _2, a, = 3" /4 + (=1)"/4
3.ao=1,a,=2a, 1+ 3" —an_1)=an_1 +3" = 3”2“
4. a9 =1, a1 =3, an = 201 + 2ap_2, a, = SF2Y3(1 4 /B)" 4 3=2(1 _ \/3)n
5. apg=1,a1 =1, a, =ap_1 +3a,_2
6. a1 =1,a2 =2, a4y = Gp—1 + Gm—2
7.01=2, a4, =20p_1+2,n>2 a, =2"" -2
8. ap=k+1,a,=0,_14+n,n>k+1,a, = (";1) - (k-2s-1)+k+1
9. av=1,ap=2ap1+1,n>20a,=2""1-1
10. a3 =1, ap =3ap_1 + (2772 —1) = (3" 1 41 -2")
11. ap =Y p_y h—1Gn-k, n>2,a0=0a; =1
12. ag=1,a1 =3, ap = ap-1+ 2(an-1 — ap_2) — ‘1”4—’2 =3a,_1 — %an_g, a, = (1+ n)(%)"
13. Pierwsza klata z lwem lub pusta.
14. S(n,n—2) = (%) +3(}), P(n,n—2) =2
5. n=a+b+c¢,2n=(a+b)+(a+c)+ (b+¢)
16. P(n+k k) =S¥ P(n,i) =" P(n);

le: Pln—1,k—1);
1¢: Pm—kk),bon=a1+---+a, —n—k= (a1 —1)+...(a — 1).



