Matematyka Dyskretna

Zestaw 3: zasada szufladkowa

1. W gtebokiej szufladzie mamy 10 par roznych skarpetek. Ile z nich trzeba wylowié, by mie¢
pewnosé, ze wsrod nich bedzie para?

Rozwiazanie: 11

2. W turnieju bierze udziat 100 pingpongistéw. Pierwszego dnia kazdy rozegral 32 mecze. Wyka-
zaé, ze co najmniej czterech zawodnikow osiagneto tyle samo zwyciestw.

Rozwigzanie: Szufladki: liczby zwycigstw poszczegolnych zawodnikow (od 0 do 32 - 33 szu-
fladki),

kule: zawodnicy (100 kul)

100 > 33 -3

3. Ze zbioru {1,2,...,2n} wybieramy n + 1 r6znych liczb. Udowodnij, ze wéréd wybranych liczb
zawsze znajdziemy

a) dwie o sumie 2n + 1,

Rozwiazanie: szufladki: pary liczb o sumie 2n + 1, czyli (1,2n),(2,2n —1),...,(n,n+1) (n
szufladek);
kule: liczby (n + 1 kul)

b) dwie wzglednie pierwsze,

Rozwiazanie: szufladki: pary sasiednich liczb, czyli (1,2), (3,4), ..., (2n—1,2n) (n szufladek);
kule: liczby (n + 1 kul)

¢) dwie, z ktorych jedna dzieli druga.

Rozwiazanie: szufladki: kolejne liczby nieparzyste t = 1,2,...,2n — 1 (n szufladek);
kule: liczby (n + 1 kul); liczbe wktadamy do szufladki ¢, jesli jest postaci ¢ - 2¥, dla pewnego
k>0

We wszystkich przypadkach sprawdz, czy twierdzenie zachodzi, jesli zamiast n + 1 wybieramy
n liczb.

Rozwiazanie: NIE, bo kontrprzyktady (a) [n], (b) {2,4,...,2n}, (c) [2n] \ [n]

4. Udowodnij, ze

a) W dowolnym ciggu n liczb calkowitych istnieje segment (=podciag kolejnych) o sumie
podzielnej przez n.

Rozwiazanie: Roznica dwoch liczb dzieli si¢ przez n, jesli ich reszty z dzielenia przez n sa
takie same. Dlat = 1,2, ..., n zdefiniujmy sumy: S; = a1 +as+- - -+az. Jesli jakas suma Sy daje
reszte z dzielenia przez n rowng zero, to mamy szukany podciag (jest to S;). W przeciwnym
razie definiujemy szufladki jako niezerowe reszty z dzielenia sum S; przez n - mamy n — 1
szufladek; kule sumy Sy - mamy n kul. Zatem, w ktorejs z szufladek znajduja sie co najmniej
dwie sumy, S;, 5}, i < j; wtedy szukanym podciagiem jest a;11,...,a; (suma jego elementow
wynosi S; — ;).

b) Wéréd dowolnych n + 1 liczb catkowitych, istnieja dwie, ktorych roznica jest podzielna
przez n.

Rozwiazanie: szufladki: reszty z dzielenia przez n - mamy n szufladek;
kule: liczby - mamy n + 1 kul.
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Pokaz, ze wéréd 10 punktéw rzuconych na tréjkat rownoboczny o boku 1 zawsze znajdziemy
dwa w odleglosci nie wiekszej niz 1/3.

Rozwiazanie: Dzielimy trojkat na 9 identycznych tréjkatéow rownobocznych o boku trzy razy
mniejszym od boku tréjkata wyjsciowego.

Szufladki: obszary, na ktére podzieliliSmy trojkat - mamy 9 szufladek;

kule: rzucane punkty - mamy 10 kul.

Wewnatrz kwadratu o boku 1 umieszczono 51 punktéw. Uzasadnij, ze znajdziemy wsréd nich
trzy, ktore leza w kole o promieniu 1/7.

Rozwiazanie: Tym razem dzielimy kwadrat na 25 identycznych kwadratéw o boku 5 razy
mniejszym od boku kwadratu wyjsciowego.

Szufladki: obszary na ktore podzielilismy kwadrat - mamy 25 szufladek;

kule: punkty - mamy 51 kul.

Zauwazmy, ze promien kotla opisanego na kwadracie o boku 1/5 wynosi %(1 /52 < 1/7.

Uzasadnij, ze dla dowolnego 10-elementowego zbioru M C {1,...,106} istnieja rozlaczne,
niepuste podzbiory A, B C M o takiej samej sumie elementéw. Czy mozna zastapi¢ 10 przez
9 lub 106 przez 1077

Rozwiazanie: Minimalna suma elementéw podzbioru zbioru M to 1, maksymalna to 97 +
98 4 -+ + 106 = 1015.

Szufladki: wszystkie mozliwe sumy - mamy 1015 szufladek;

kule: wszystkie niepuste podzbiory (10-elementowego) zbioru M - mamy 1023 kul.

Zatem istniejg dwa podzbiory A’, B’ zbioru M o tej samej sumie. Aby podzbiory byty roztaczne
usuwamy ich cze$¢ wspélng, tzn. A= A"\ (A’'NB’), B=B"\ (4A'NB).

Kazdy z n studentéw zdawal w sesji sze$¢ egzaminéow. Mozliwe oceny to 3,4,5. ZnajdZ naj-
mniejsze n, dla ktérego mozemy mieé¢ pewnosé, ze przynajmniej 11 studentéw zakoiiczylo sesje
z takim samym wynikiem (tzn. kazdy dostal ten sam multizbior ocen). Prosze uzasadnié, ze
mniejszego n przyjaé nie mozna.

Rozwigzanie: Odp. 281. Uzasadnienie: szufladki to wszystkie mozliwe multizbiory ocen -
mamy (3+6_1) = 28 szufladek (kombinacja z powtorzeniami 6 z 3);

6
kule: studenci - mamy 281 kul.

W ciemnej szufladzie jest s sztuécow. Jakie jest najmniejsze n, dla ktérego mozemy mieé
pewnosé, ze w szufladzie znajdziemy przynajmniej 7 lyzek lub przynajmniej 10 nozy lub przy-
najmniej 5 widelcow 7 Prosze uzasadni¢, ze mniejszego n przyja¢ nie mozna.

Rozwiazanie: Stosujemy uogolniona zasade szufladkowa (zas. podzialowa) z t = 3, m; =7,
mo = 10, mg = 5. Sprawdzamy, ze 20 = 7+ 10 + 5 — 3 + 1. Wsrdd 19 sztuécow moze byé 6
tyzek, 9 nozy i 4 widelce.

Siedemnastu zawodnikow wzieto udzial w turnieju, w ktérym kazdy gral z kazdym (raz), a
mecze odbywaly sie w 3 réznych miastach. Udowodnij, ze jest 3 zawodnikéw, ktoérzy rozegrali
wszystkie 3 mecze miedzy soba w tym samym mieécie.

Rozwigzanie: Patrzymy najpierw na mecze zawodnika A z pozostatymi. Szufladki to 3 miasta
(Krakow, Poznan, Warszawa), kule to 16 pozostalych graczy. Zatem z szeScioma z nich A gral
w tym samym miescie. Bez straty ogélno$ci mozna przyjac, ze A gral z B — G w Warszawie.
Jesli ktoras para graczy sposréd B — G rowniez grala w Warszawie, to mamy szukang trojke.
W przeciwnym razie stosujemy tw. o przyjeciu na 6 oséb (patrz wyktad), gdzie relacje ,znaé
sie” 1 ,nie znaé sie” zastepujemy przez ,, mecz w Krakowie” i ,;mecz w Poznaniu”.

Dowiesé, ze wsroéd dowolnych siedmiu liczb catkowitych zawsze sa dwie takie, ze roéznica ich
kwadratéw jest podzielna przez 10. Wskaz.: Ile jest reszt kwadratowych modulo 107
Rozwiazanie: Reszty z dzielenia przez 10 (cyfry jednosci) kwadratow liczb catkowitch to
02=0,12=1,22=4,32=9,42=6,52=5,62=6,7>=9, 8 =4, 92 = 1 - jest ich tylko 6:
0,1,4,5,6,9.

Szufladki: reszty kwadratowe z dzielenia przez 10 - mamy 6 szufladek;

kule: liczby - mamy 7 kul.

Lub: a? — v = (a + b)(a — b) i patrz nastQp2ne zadanie (n = 5).
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Wykaz, ze wérod dowolnych n + 2 liczb catkowitych istnieja dwie, ktorych suma lub réznica
jest podzielna przez 2n.

Rozwiazanie: Roznica dwoch liczb dzieli sie przez 2n, jesli ich reszty z dzielenia przez 2n sa
rowne. Suma dwoch liczb dzieli sie przez 2n jesli ich reszty z dzielenia przez 2n sumuja sie do
2n.

Szufladki: pary (réznych) reszt z dzielenia przez 2n, ktore sumuja si¢ do 2n oraz 0 i n, czyli
(0),(1,2n—1),...,(n+1,n—1),(n) - mamy n + 1 szufladek;

kule: liczby - mamy n + 2 kule. Dwie kule w tej samej szufladce to dwie liczby o tej samej
reszcie z dzielenia przez 2n albo o resztach sumujacych sie do 2n.

Uwaga: Dla n = 5 to zadanie jest rownowazne zadaniu poprzedniemu, bo a? —b* = (a+b)(a—b)
jest podzielne przez 10 wtedy i tylko wtedy, gdy a + b lub a — b jest podzielne przez 10
(Dlaczego?)

Macierz 5 x 65 wypelniono wyrazami ze zbioru {—1,1}. Udowodnij, ze zawsze znajdziemy
a) 3 identyczne kolumny,

Rozwiazanie: Mamy 2° = 32 réznych ,rodzajéw” kolumn, tzn. ciagéw binarnych dtugosci 5.
Szufladki: ,rodzaje” kolumn - mamy 32 szufladki;
kule: kolumny - mamy 65 kul. Stad 3 kolumny musza by¢ identyczne.

b) 3 wiersze i 3 kolumny, na przecieciach ktorych wszystkie wyrazy sa takie same.

Rozwigzanie: 3 identyczne kolumny dostajemy z punktu a). Kazda z nich to ten sam ciag
binarny (a1, as, as, a4, as), gdzie a; € {—1,1}.

Szufladki: liczby —1,1 (2 szufladki);

kule: indeksy i € [5] (5 kul). Kule i wrzucamy do szufladki ,,—1” gdy a; = —1, w przeciwnym
razie do szufladki ,,1”. W ktorejs szufladce beda przynajmniej 3 indeksy. One wyznaczaja
szukane 3 wiersze.

Macierz 5 x 41 wypeliono wyrazami ze zbioru {—1,1}. Udowodnij, ze zawsze znajdziemy 3
wiersze 1 3 kolumny, na przecieciach ktorych wszystkie wyrazy sa takie same.

Rozwiazanie: Kazda kolumna ma co najmniej 3 takie same elementy: —1 lub 1 (patrz rozw.
zadania 13b). Przypiszmy jej arbitralnie jedna taka trojke (bo moze ich by¢ wiecej, np gdy ko-
lumna jest ciagiem (1,1,1,1,—1).) Jest (g) = 10 mozliwosci dla ich pozycji (numeréw wierszy)
i 2 mozliwosci co do wartosci (—1 lub 1). Zatem mamy 2 - 10 = 20 ,rodzajéw” kolumn.
Szufladki: ,rodzaje” kolumn - mamy 20 szufladek;

kule: kolumny - mamy 41 kul. Zatem co najmniej 3 kolumny sa tego samego rodzaju, co nale-
zato dowiesé (bo istnieja 3 wiersze, na przecieciu ktorych maja one te sama wartosé - wszystkie
9 liczb to 1 lub wszystkie 9 liczb to -1).

Wykaz, ze dla dowolnego naturalnego n istnieje liczba a zlozona tylko z jedynek i zer, ktora
jest podzielna przez n.

Rozwigzanie: Niech a; = 1111...1, ¢t = 1,2,... bedzie liczba, ktorej wszystkie ¢ cyfr to
jedynki. Liczba postaci a; — a;, gdzie j > ¢, sklada si¢ z samych jedynek oraz zer. Ponadto,
jesli reszty z dzielenia liczb a;,a; przez n sa réwne, to liczba a = a; — a; jest podzielna przez
n.

Szufladki: reszty z dzielenia przez n - mamy n szufladek;

kule: liczby a; - mamy nieskoniczenie wiele kul. Zatem w ktorej$ szufladce beda przynajmniej
2 kule - liczby a; i a; o tej samej reszcie z dzielenia przez n.



