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TEORIA GRAFÓW. MATERIA LY V. 17

6.2. Twierdzenie Ramsey’a.

W tym paragrafie be↪dziemy rozważali jedynie grafy proste. Klika↪ prostego grafuG nazywamy
podzbiór S zbioru wierzcho lków V taki, że G[S] jest grafem pe lnym. Oczywíscie, S jest klika↪
w G wtedy i tylko wtedy, gdy S jest zbiorem niezależnym w Gc. Jeżeli G nie posiada dużych
klik to można przypuszczać, że ma duży zbiór niezależny. Ma to rzeczywíscie miejsce – co
udowodni l Ramsey (1930). Pokaza l on, że dla danych ca lkowitych, dodatnich liczb k i l,
istnieje najmniejsza liczba ca lkowita r(k, l) taka, że każdy graf o r(k, l) wierzcho lkach zawiera
albo klike↪ o k wierzcho lkach lub l wierzcho lkowy zbiór niezależny.  Latwo zauważyć, że

r(1, l) = r(k, 1) = 1 oraz r(2, l) = l, r(k, 2) = k.

Liczby r(k, l) znane sa↪ jako liczby Ramsey’a (r(3, 3) = 6, r(3, 4) = 9, r(3, 5) = 14, r(3, 6) =
18, r(3, 7) = 23, r(3, 8) = 28, r(3, 9) = 36, r(4, 4) = 18, r(4, 5) = 25).

Twierdzenie 6.4. Dla dowolnych dwóch liczb naturalnych k ≥ 2 oraz ℓ ≥ 2

r(k, ℓ) ≤ r(k, ℓ− 1) + r(k − 1, ℓ) .

Co wie↪cej, jeżeli obie liczby r(k, ℓ− 1) i r(k− 1, ℓ) sa↪ parzyste, to powyższa nierówność jest
ostra.

Twierdzenie 6.5. (Erdős 1947). Dla dowolnej naturalnej liczby k, k ≥ 2,

r(k, k) ≥ 2
k
2 .

Przyk lad 6.2. Pokaż, że r(4, 4) = 18 .

6.2. Twierdzenie Turana.

Twierdzenie 6.6. Niech Tm,ν be↪dzie grafem pe lnym m-dzielnym na ν wierzcho lkach o
mocach zbiorów m-podzia lu różnia↪cych sie↪ co najwyżej o jeden (graf Turana). Jeżeli prosty
graf G ma ν wierzcho lków i nie zawiera Km+1, to

ε(G) ≤ ε(Tm,ν) .

Co wie↪cej, w powyższej nierówności mamy równość wtedy i tylko wtedy, gdy graf G jest
izomorficzny z Tm,ν .

Przyk lad 6.3. Pokaż, że jeśli dla grafu prostego G mamy ε > ν2/4 , to G zawiera K3.

Przyk lad 6.4. Po zakończeniu pewnych rozgrywek trampkarzy okaza lo sie↪, że spośród 15
biora↪cych w nich udzia l drużyn dwie rozegra ly po 14 meczów, dwie gra ly 12 razy, dziesie↪ć
stoczy lo po 11 pojedynków, a jedna rozegra la tylko 8 spotkań. Wiedza↪c, że żadna para drużyn
nie walczy la z soba↪ dwa razy pokaż, że wśród drużyn biora↪cych udzia l w rozgrywkach istnieje
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grupa pie↪ciu takich, że każda z nich walczy la z wszystkimi pozosta lymi czterema drużynami
tej grupy.

ZADANIA X

Zadanie 36. Korzystaja↪c z zasady indukcji matematycznej oraz z Twierdzenia 6.4. ud-
owodnij, że

r(k, ℓ) ≤
(
k + ℓ− 2

k − 1

)
.

Zadanie 37. Pokaż, że r(3, 4) = 9 .

Zadanie 38. Oszacuj jak najlepiej potrafisz liczbe↪ Ramseya r(5, 5).

Zadanie 39. Pokaż, że dla dowolnych k, ℓ ≥ 1

r(k, ℓ) = r(ℓ, k)

Zadanie 40. Po zakończeniu turnieju judo okaza lo sie↪, że spośród 15 biora↪cych w nim udzia l
zawodników dwóch stoczy lo po 9 walk, jeden walczy l 8 razy, jedenastu stoczy lo po 6 walk,
a jeden walczy l tylko 4 razy. Pokaż, że wśród judoków biora↪cych udzia l w turnieju istnieje
trójka takich, którzy w tych zawodach nie walczyli mie↪dzy soba↪.

7. KOLOROWANIE WIERZCHO LKÓW I KRAWE↪DZI.

7.1. Liczba chromatyczna.

Przez k-kolorowanie wierzcho lków grafuG rozumiemy przyporza↪dkowanie każdemu wierzcho lkowi
grafu G jednego z k kolorów 1, 2, . . . , k (ψ : V (G) → {1, . . . , k}). Kolorowanie jest w laściwe
jeżeli żadne dwa różne i przyleg le wierzcho lki nie sa↪ tego samego koloru. Zatem w laściwe
k-kolorowanie wierzcho lków grafu G (bez pe↪tel) jest to podzia l (V1, . . . , Vk) zbioru V (G) na
k (być może pustych) zbiorów niezależnych. Graf G jest k-kolorowalny wierzcho lkowo
jeżeli posiada w laściwe k-kolorowanie wierzcho lków. Dla wygody zamiast ,,w laściwe kol-
orowanie wierzcho lków” be↪dziemy mówili kolorowanie a zamiast ,,w laściwe k-kolorowanie
wierzcho lków” – k-kolorowanie; podobnie be↪dziemy skracali ,,k-kolorowalny wierzcho lkowo”
do k-kolorowalny. Oczywíscie, graf jest k-kolorowalny wtedy i tylko wtedy, gdy podleg ly
mu graf prosty jest k-kolorowalny. W naszych rozważaniach ograniczymy sie↪ wie↪c do grafów
prostych. Graf prosty jest 1-kolorowalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest pusty a jest 2-ko-
lorowalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest dwudzielny.

Liczba chromatyczna χ(G) grafu G jest to najmniejsze k dla którego G jest k-kolorowalny;
jeżeli χ(G) = k, to o G mówimy, że jest k-chromatyczny. Mówimy, że graf G jest krytyczny
jeżeli χ(H) < χ(G) dla każdego w laściwego podgrafu H grafu G. Graf jest k-krytyczny
jeżeli jest k-chromatyczny oraz krytyczny; każdy k-chromatyczny graf posiada k-krytyczny
podgraf.

Twierdzenie 7.1. Jeżeli G jest k-krytyczny to δ ≥ k − 1.

Wniosek 7.1.1. Kazdy graf k chromatyczny ma co najmniej k wierzcho lków stopnia co
najmniej k − 1.
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Wniosek 7.1.2. Dla każdego G, χ ≤ ∆ + 1.

Przyk lad 7.1. Pokaż, że dla liczby chromatycznej χ(G) grafu prostego G zachodzi nierówność

χ(G) ≤ max
H⊆G

δ(H) + 1 ,

gdzie δ(H) oznacza minimalny stopień podgrafu H.

Niech S be↪dzie cie↪ciem wierzcho lkowym spójnego grafu G i niech sk ladowe grafu G−S maja↪
odpowiednie zbiory wierzcho lków V1, . . . , Vn. Wtedy podgrafy Gi = G[Vi ∪ S] sa↪ nazywane
S-sk ladowymi grafu G. Mówimy, że kolorowanie grafów G1, . . . , Gn jest zgodne na S,
jeżeli dla każdego v ∈ S, wierzcho lek v ma przyporza↪dkowany ten sam kolor w każdym z
kolorowań.

Twierdzenie 7.2. W grafie krytycznym żadne cie↪cie wierzcho lkowe nie jest klika↪.

Jedynym 1-krytycznym grafem jest K1, 2-krytycznym jest K2, a jedynymi 3-krytycznymi
grafami sa↪ k-cykle, k-nieparzyste ≥ 3.

7.2. Twierdzenie Brooks’a.

Twierdzenie 7.3. (Brooks,1941). Jeżeli graf G jest spójnym grafem prostym i nie jest ani
nieparzystym cyklem, ani grafem pe lnym, to χ(G) ≤ ∆.

Przyk lad 7.2. Pokaż, że twierdzenie Brooksa jest równoważne twierdzeniu:

Jeśli graf G jest k-krytyczny, k ≥ 4, i G nie jest grafem pe lnym, to 2ε ≥ ν(k − 1) + 1 .

7.3. Kolorowanie krawe↪dzi - indeks chromatyczny.

Przez k-kolorowanie krawe↪dzi ζ grafu G (bez pe↪tli) rozumiemy przyporza↪dkowanie każdej
krawe↪dzi grafu G jednego z k kolorów ze zbioru K = {1, 2, . . . , k}, czyli

ζ : E(G) → K .

Kolorowanie ζ jest w laściwe jeżeli żadne dwie przyleg le krawe↪dzie nie sa↪ tego samego kol-
oru. k-kolorowanie krawe↪dzi można inaczej zdefiniować jako podzia l (E1, E2, . . . , Ek) zbioru
krawe↪dzi E, gdzie Ei oznacza (być może pusty) podzbiór zbioru E, którego krawe↪dziom przy-
porza↪d kowano kolor i. W laściwe k-kolorowanie krawe↪dzi jest wówczas takim k-kolorowaniem,
w którym każdy podzbiór Ei jest skojarzeniem. Graf G jest k-kolorowalny krawe↪dziowo
jeżeli G ma w laściwe k-kolorowanie krawe↪dziowe. Oczywíscie każdy graf G (bez pe↪tli) jest
ε-kolorowalny krawe↪dziowo; jeżeli G jest k-kolorowalny krawe↪dziowo, to jest też l-kolorowalny
krawe↪dziowo dla każdego l > k (l ≤ ε). Indeks chromatyczny (krawe↪dziowa liczba
chromatyczna) λ′(G) grafu G bez pe↪tli, jest to najmniejsza liczba k dla której graf G jest
k-kolorowalny krawe↪dziowo. Graf G jest k-chromatyczny krawe↪dziowo jeżeli λ′(G) = k.

Przyk lad 7.3. Udowodnić, że jeżeli G jest grafem prostym o maksymalnym stopniu ∆, to
χ′(G) ≤ 2∆ − 1.

W każdym w laściwym kolorowaniu krawe↪dzi, każde dwie krawe↪dzie incydentne z danym
wierzcho lkiem musza↪ mieć przyporza↪dkowany inny kolor.

(7.1) χ′ ≥ ∆ .

Mówimy, że kolor i jest reprezentowany w wierzcho lku v jeżeli pewna krawe↪dź incydentna
z v ma kolor i.
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Lemat 7.3.1. Niech G be↪dzie grafem spójnym, który nie jest nieparzystym cyklem. Wt-
edy G ma 2-kolorowania krawe↪dziowe w którym obydwa kolory sa↪ reprezentowane w każdym
wierzcho lku stopnia co najmniej dwa.

Dla danego k-kolorowania krawe↪dzi E grafu G oznaczmy przez c(v) liczbe↪ różnych kolorów
reprezentowanych w v. Oczywíscie, zawsze jest prawda↪, że

(7.2) c(v) ≤ d(v).

Co wie↪cej, E jest w laściwym k-kolorowaniem wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego wierzcho lka
v grafu G zachodzi w (7.2) równość. k-kolorowanie krawe↪dzi E ′ be↪dziemy nazywali ulepsze-
niem (poprawieniem) kolorowania E jeżeli∑

v∈V

c′(v) >
∑
v∈V

c(v) ,

gdzie c′(v) jest liczba↪ różnych kolorów reprentowanych w v w kolorowaniu E ′. k-kolorowanie
krawe↪dzi jest optymalne jeżeli nie może być ulepszone.

Lemat 7.3.2. Niech E = (E1, E2, . . . , Ek) be↪dzie optymalnym k-kolorowaniem krawe↪dzi
grafu G. Jeżeli istnieje wierzcho lek u w grafie G oraz kolorowy i oraz j takie, że kolor i nie
jest reprezentowany w u, natomiast kolor j jest reprezentowany w u przynajmniej dwukrotnie
wtedy ta sk ladowa grafu G[Ei ∪ Ej ], która zawiera wierzcho lek u jest nieparzystym cyklem.

Twierdzenie 7.4. Jeżeli G jest dwudzielny to

χ′(G) = ∆(G).

7.4. Twierdzenie Vizinga.

Twierdzenie 7.5. (Vizing (1964), Gupta (1966)) Jeżeli graf G jest prosty, to

∆ ≤ χ′ ≤ ∆ + 1.

Przyk lad 7.5. Pokaż, że χ′(K2n−1) = χ′(K2n) = 2n− 1 .

ZADANIA XI

Zadanie 41. Dla jakiego n cykl na n wierzcho lkach jest grafem krytycznym ?

Zadanie 42. Oszacuj z do lu liczbe↪ chromatyczna↪ grafu G na n wierzcho lkach znaja↪c jego
liczbe↪ niezależności α(G).

Zadanie 43*. Pokaż, że jeżeli G jest grafem prostym, to

χ(G) ≥ ν2

ν2 − 2ε

Zadanie 44. Pokaż, że jeżeli G jest k-regularnym grafem, k ≥ 1, o nieparzystej liczbie
wierzcho lków, to

χ′(G) = k + 1 .

Zadanie 45. Wskaż w Km,n w laściwe ∆(Km,n) kolorowanie krawe↪dzi.


