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6.2. Twierdzenie Ramsey’a.

W tym paragrafie bedziemy rozwazali jedynie grafy proste. Klika prostego grafu G nazywamy
podzbiér S zbioru wierzchotkéw V' taki, ze G[S] jest grafem pelnym. Oczywiscie, S jest klika
w G wtedy i tylko wtedy, gdy S jest zbiorem niezaleznym w G¢. Jezeli GG nie posiada duzych
klik to mozna przypuszczaé, ze ma duzy zbiér niezalezny. Ma to rzeczywiscie miejsce — co
udowodnitl Ramsey (1930). Pokazal on, ze dla danych calkowitych, dodatnich liczb k i I,
istnieje najmniejsza liczba catkowita r(k,[) taka, ze kazdy graf o r(k, ) wierzchotkach zawiera
albo klike o k wierzchotkach lub [ wierzchotkowy zbiér niezalezny. Latwo zauwazy¢, ze

r(1,0) =r(k,1) =1 oraz r(2,1)=1, r(k,2)=k.

Liczby r(k,l) znane sa jako liczby Ramsey’a (r(3,3) = 6,7(3,4) = 9,7(3,5) = 14,r(3,6) =
18, 7(3,7) = 23,7(3,8) = 28, r(3,9) = 36, r(4,4) = 18,7(4,5) = 25).

Twierdzenie 6.4. Dla dowolnych dwdch liczb naturalnych k > 2 oraz £ > 2
r(k,0) <r(k,l—1)+r(k—1,0).

Co wiecej, jezeli obie liczby r(k,0—1) i r(k—1,¢) sq parzyste, to powyzsza nieréwno$é jest
ostra.

Twierdzenie 6.5. (Erdés 1947). Dla dowolnej naturalnej liczby k, k > 2,

r(k, k) > 2% .

Przyktad 6.2. Pokaz, ze r(4,4) = 18.
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6.2. Twierdzenie Turana.

Twierdzenie 6.6. Niech T,,, bedzie grafem petnym m-dzielnym na v wierzchotkach o
mocach zbioréw m-podziatu réiniqcych sie co najwyzej o jeden (graf Turana). Jezeli prosty
graf G ma v wierzchotkow i nie zawiera K, 11, to

e(G) <e(Tm,y) -

Co wiecej, w powyzszej nierownosci mamy rowno$é wtedy i tylko wtedy, gdy graf G jest
wzomorficzny z T, .

Przyktad 6.3. Pokaz, Ze jesli dla grafu prostego G mamy ¢ > v2/4, to G zawiera Ks.

Przyktad 6.4. Po zakonczeniu pewnych rozgrywek trampkarzy okazato sie, Ze sposrod 15
biorqcych w nich udzial druzyn dwie rozegraty po 14 meczow, dwie graty 12 razy, dziesieé¢
stoczyto po 11 pojedynkow, a jedna rozegrata tylko 8 spotkari. Wiedzqc, ze Zadna para druzyn
nie walczyta z sobq dwa razy pokaz, ze wsrod druzyn biorqcych udziat w rozgrywkach istnieje
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grupa pieciu takich, ze kazda z nich walczyta z wszystkimi pozostatymi czterema druzynamsi
tej grupy.

ZADANIA X

Zadanie 36. Korzystajac z zasady indukcji matematycznej oraz z Twierdzenia 6.4. ud-
owodnij, ze
k+4¢—2
k,0) < .
eo < (507

Zadanie 37. Pokaz, ze r(3,4) =9.
Zadanie 38. Oszacuj jak najlepiej potrafisz liczbe Ramseya r(5,5).
Zadanie 39. Pokaz, ze dla dowolnych £,/ > 1

r(k,0) =r(l k)

Zadanie 40. Po zakonczeniu turnieju judo okazato sie, ze sposréd 15 bioracych w nim udziat
zawodnikéw dwéch stoczylo po 9 walk, jeden walczyl 8 razy, jedenastu stoczylo po 6 walk,
a jeden walczyl tylko 4 razy. Pokaz, ze wsrdéd judokéw bioracych udzial w turnieju istnieje
trojka takich, ktorzy w tych zawodach nie walczyli miedzy soba.

7. KOLOROWANIE WIERZCHOLKOW I KRAWEDZI.
7.1. Liczba chromatyczna.

Przez k-kolorowanie wierzchotkow grafu G rozumiemy przyporzadkowanie kazdemu wierzchotkowi
grafu G jednego z k kolorow 1,2,... /k (¢: V(G) — {1,... ,k}). Kolorowanie jest wlasciwe
jezeli zadne dwa rézne i przylegle wierzchotki nie sa tego samego koloru. Zatem wilasciwe
k-kolorowanie wierzchotkéw grafu G (bez petel) jest to podzial (Vi,..., Vi) zbioru V(G) na
k (by¢ moze pustych) zbioréw niezaleznych. Graf G jest k-kolorowalny wierzchotkowo
jezeli posiada wiasciwe k-kolorowanie wierzchotkéw. Dla wygody zamiast ,wlasciwe kol-
orowanie wierzchotkéw” bedziemy mowili kolorowanie a zamiast ,,wlasciwe k-kolorowanie
wierzchotkéw” — k-kolorowanie; podobnie bedziemy skracali ,,k-kolorowalny wierzchotkowo”
do k-kolorowalny. Oczywiscie, graf jest k-kolorowalny wtedy i tylko wtedy, gdy podlegly
mu graf prosty jest k-kolorowalny. W naszych rozwazaniach ograniczymy sie wiec do graféw
prostych. Graf prosty jest 1-kolorowalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest pusty a jest 2-ko-
lorowalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest dwudzielny.

Liczba chromatyczna x(G) grafu G jest to najmniejsze k dla ktérego G jest k-kolorowalny;
jezeli x(G) =k, to o G méwimy, ze jest k-chromatyczny. Méwimy, ze graf G jest krytyczny
jezeli x(H) < x(G) dla kazdego wtasciwego podgrafu H grafu G. Graf jest k-krytyczny
jezeli jest k-chromatyczny oraz krytyczny; kazdy k-chromatyczny graf posiada k-krytyczny
podgraf.

Twierdzenie 7.1. Jezeli G jest k-krytyczny to 6 > k — 1.

Whniosek 7.1.1. Kazdy graf k chromatyczny ma co najmniej k wierzchotkéw stopnia co
najmniej k — 1.
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Whniosek 7.1.2. Dia kazdego G, x < A+ 1.
Przykltad 7.1. PokaZz, Ze dla liczby chromatycznej x(G) grafu prostego G zachodzi nierdwnosé

<
X(G) < max d(H) +1,

gdzie 6(H) oznacza minimalny stopien podgrafu H .

Niech S bedzie cieciem wierzchotkowym spéjnego grafu G i niech sktadowe grafu G — S maja
odpowiednie zbiory wierzchotkéw Vi, ..., V,. Wtedy podgrafy G; = G[V; U S| sa nazywane
S-sktadowymi grafu G. Moéwimy, ze kolorowanie graféw Gi,...,G, jest zgodne na 5,
jezeli dla kazdego v € S, wierzcholek v ma przyporzadkowany ten sam kolor w kazdym z
kolorowan.

Twierdzenie 7.2. W grafie krytycznym Zadne ciecie wierzchotkowe nie jest klikq.

Jedynym 1-krytycznym grafem jest K;, 2-krytycznym jest Ko, a jedynymi 3-krytycznymi
grafami sa k-cykle, k-nieparzyste > 3.

7.2. Twierdzenie Brooks’a.

Twierdzenie 7.3. (Brooks,1941). Jezeli graf G jest spojnym grafem prostym i nie jest ani
nieparzystym cyklem, ani grafem pelnym, to x(G) < A.

Przyktad 7.2. Pokaz, zZe twierdzenie Brooksa jest rownowazne twierdzeniu:

Jesli graf G jest k-krytyczny, k > 4, i G nie jest grafem pelnym, to 2 > v(k—1)+ 1.
7.3. Kolorowanie krawedzi - indeks chromatyczny.

Przez k-kolorowanie krawedzi ( grafu G (bez petli) rozumiemy przyporzadkowanie kazdej
krawedzi grafu G jednego z k koloréw ze zbioru K = {1,2,... ,k}, czyli

¢ BE(G) > K.

Kolorowanie ( jest wlasciwe jezeli zadne dwie przylegte krawedzie nie sa tego samego kol-
oru. k-kolorowanie krawedzi mozna inaczej zdefiniowaé jako podzial (Ey, Es, ... , Ey) zbioru
krawedzi F, gdzie E; oznacza (by¢ moze pusty) podzbiér zbioru E, ktérego krawedziom przy-
porzad kowano kolor i. Wlasciwe k-kolorowanie krawedzi jest wowczas takim k-kolorowaniem,
w ktérym kazdy podzbiér E; jest skojarzeniem. Graf G jest k-kolorowalny krawedziowo
jezeli G ma wlasciwe k-kolorowanie krawedziowe. Oczywiscie kazdy graf G (bez petli) jest
e-kolorowalny krawedziowo; jezeli G jest k-kolorowalny krawedziowo, to jest tez l-kolorowalny
krawedziowo dla kazdego [ > k (I < ¢). Indeks chromatyczny (krawedziowa liczba
chromatyczna) A'(G) grafu G bez petli, jest to najmniejsza liczba k dla ktérej graf G jest
k-kolorowalny krawedziowo. Graf G jest k-chromatyczny krawedziowo jezeli N (G) = k.

Przyktad 7.3.  Udowodnié, zZe jezeli G jest grafem prostym o maksymalnym stopniu A, to
X'(G) <2A —1.

W kazdym wilasciwym kolorowaniu krawedzi, kazde dwie krawedzie incydentne z danym
wierzchotkiem musza mie¢ przyporzadkowany inny kolor.

(7.1) X > A.

Moéwimy, ze kolor ¢ jest reprezentowany w wierzchotku v jezeli pewna krawedz incydentna
z v ma kolor 7.
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Lemat 7.3.1. Niech G bedzie grafem spojnym, ktory nie jest nieparzystym cyklem. Wt-
edy G ma 2-kolorowania krawedziowe w ktorym obydwa kolory sq reprezentowane w kazdym
wierzchotku stopnia co najmniej dwa.

Dla danego k-kolorowania krawedzi £ grafu G oznaczmy przez c(v) liczbe réznych koloréw
reprezentowanych w v. Oczywiscie, zawsze jest prawda, ze

(7.2) c(v) < d(v).

Co wiecej, £ jest wlasciwym k-kolorowaniem wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego wierzchotka
v grafu G zachodzi w (7.2) réwnosé. k-kolorowanie krawedzi £ bedziemy nazywali ulepsze-
niem (poprawieniem) kolorowania & jezeli

Z d(v) > Z c(v),

veV veV

gdzie ¢ (v) jest liczba réznych koloréw reprentowanych w v w kolorowaniu £’. k-kolorowanie
krawedzi jest optymalne jezeli nie moze by¢ ulepszone.

Lemat 7.3.2. Niech & = (Ey, Es, ..., Ey) bedzie optymalnym k-kolorowaniem krawedzi
grafu G. Jezeli istnieje wierzchotek uw w grafie G oraz kolorowy i oraz j takie, Ze kolor i nie
jest reprezentowany w u, natomiast kolor j jest reprezentowany w w przynajmniej dwukrotnie
wtedy ta sktadowa grafu G[E; U Ej], ktora zawiera wierzchotek u jest nieparzystym cyklem.

Twierdzenie 7.4. Jezeli G jest dwudzielny to

7.4. Twierdzenie Vizinga.

Twierdzenie 7.5. (Vizing (1964), Gupta (1966)) Jezeli graf G jest prosty, to

A<Y <A+1.

Przyktad 7.5. Pokaz, ze X' (Kop—1) = X' (Kap) =2n — 1.

ZADANIA XI
Zadanie 41. Dla jakiego n cykl na n wierzchotkach jest grafem krytycznym ?

Zadanie 42. Oszacuj z dotu liczbe chromatyczna grafu G na n wierzchotkach znajac jego
liczbe niezaleznosci a(G).

Zadanie 43*. Pokaz, ze jezeli G jest grafem prostym, to

2

X(G) >

V2 — 2
Zadanie 44. Pokaz, ze jezeli G jest k-regularnym grafem, k > 1, o nieparzystej liczbie
wierzchotkéw, to

X'(G)=k+1.

Zadanie 45. Wskaz w K,, , wlasciwe A(K,, ) kolorowanie krawedzi.



