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ZADANIA VII

Zadanie 25. Jezeli jest to mozliwe, to narysuj graf Eulera z parzysta liczba, wierzchotkéw
i nieparzysta liczba krawedzi. Jesli wydaje ci sie, ze taki graf nie istnieje, wyttumacz dlaczego
tak sadzisz.

Zadanie 26. Niech L(G) bedzie grafem krawedziowym prostego grafu G. Czy prawda jest,
ze jesli G jest Eulera, to réwniez L(G) jest grafem Eulera? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 27. Dla jakich n, m i ¢ graf pelny K,, oraz dwudzielny graf pelny K,, , sa grafami
Eulera?

4.2. Cykle Hamiltona.

Sciezka zawierajaca kazdy wierzcholek grafu G jest nazywana $ciezka Hamiltona grafu
G, podobnie, cykl Hamiltona jest to cykl, ktéry zawiera kazdy wierzchotek grafu G. Graf
jest hamiltonowski (Hamiltona) jezeli zawiera cykl Hamiltona. W przeciwienstwie do
graféw eulerowskich nie istnieje prosty warunek konieczny i dostateczny aby graf byl hamilt-
onowski.

Twierdzenie 4.2. (warunek konieczny) Jezeli graf G jest hamiltonowski, to dla kaZdego
niepustego podzbioru S zbioru wierzchotkow V'

w(G@ = 9) <15].

Przedstawimy teraz warunki wystarczajace na to by graf G' byl hamiltonowski. Poniewaz graf
jest hamiltonowski jezeli podlegly mu graf prosty jest hamiltonowski wiec mozemy ograniczy¢
sie do rozwazania grafow prostych.

Twierdzenie 4.3. Niech u v beda para nieprzylegtych wierzchotkow prostego grafu G takich,
ze
dg(u) +dg(v) > v > 3.

Wtedy G jest grafem hamiltonowskim wtedy i tylko wtedy, gdy G + uv jest grafem hamil-

tonowskim.

Twierdzenie 4.4. (Ore, 1961) Jezeli G jest grafem prostym na v wierzcholkach takim, Ze
v > 3 i dla kazdej pary nieprzylegtych wierzchotkow woraz v zachodzi nieréwnosé

da(u) +da(v) > v,

to G jest grafem Hamiltona.

Twierdzenie 4.5. (Dirac, 1952) JeZeli graf G jest prosty, v > 3 oraz 6 > %, to G jest
hamiltonowsksi.

Przyktad 4.3. Pokaz, zZe jezeli suma stopni kazdej pary nieprzyleglych wierzchotkéow prostego
grafu G wynosi co najmniej v — 1, to G zawiera Sciezke Hamiltona.

Przyktad 4.4*  Niech L(G) bedzie grafem krawedziowym prostego grafu G. Czy prawdqg
jest, ze jesli G jest grafem Hamiltona, to réwniez L(G) jest grafem Hamiltona ¢ OdpowiedZ
uzasadnij.
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ZADANIA VIII

Zadanie 28. Pokaz, ze graf dwudzielny o nieparzystej liczbie wierzchotkéw nie moze by¢é
grafem Hamiltona.

Zadanie 29. Niech L(G) bedzie grafem krawedziowym prostego grafu G. Pokaz, ze jesli G
jest eulerowski, to L(G) jest grafem Hamiltona.

Zadanie 30. Pokaz, ze jedli graf zawiera Sciezke Hamiltona, to dla dowolnego niepustego
podzbioru S zbioru wierzchotkéw mamy

w(G@—-9)<|5]+1.
5. SKOJARZENIA.
5.1. Skojarzenia.

Podzbiér M zbioru krawedzi F nazywamy skojarzeniem grafu G jezeli M nie zawiera petli
i zadne dwie krawedzie z M nie sa przylegle. Dwa konce krawedzi z M sa skojarzone przez
M. Skojarzenie M nasyca wierzcholek v (v nazywamy M-nasyconym) jezeli pewna krawedz
z M jest incydentna z v; w przeciwnym razie v jest M-nienasycony. Jezeli kazdy wierzchotek
grafu G jest M-nasycony, to skojarzenie M nazywamy skojarzeniem doskonalym. M jest
skojarzeniem najwiekszym jezeli graf G nie ma skojarzenia M’ takiego, ze |M'| > |M]|.

Niech i/[ bedzie skojarzeniem w grafie G. ScieZkQ, do ktérej naleza, krawedzie na przemian
z M i M = E— M nazywac bedziemy M-przemienna Sciezka. Jezeli M-przemienna Sciezka
ma poczatek i koniec M-nienasycony to nazywamy ja Sciezka M-zasilajaca lub M-zasilona.

Twierdzenie 5.1. (Berge, 1957) Skojarzenie M w grafie G jest najwicksze wtedy i tylko
wtedy, gdy G nie zawiera M -zasilajacej Sciezki.

k-faktorem grafu G nazywamy k-regularny rozpiety podgraf grafu G. Zauwazmy, ze zbior

krawedzi 1-faktora grafu G jest jego skojarzeniem doskonalym. Graf G nazywamy k-fakto-

ryzowalnym jezeli istnieja krawedziowo roztaczne k-faktory Hy, Ho, ... , H, takie, ze
E(G)=E(H,)UE(H3)U---UE(H,).

Przyktad 5.1. Pokaz, ze Ko, jest 1-faktoryzowalny i wskaz jego 1-faktoryzacje.

5.2. Skojarzenia i pokrycia w grafach dwudzielnych.

Pokryciem grafu G nazywamy podzbior K zbioru wierzchotkow V' taki, ze kazda krawedz
w G ma co najmniej jeden koniec w K. Pokrycie K jest najmniejsze jezeli G nie posiada
pokrycia K’ takiego, ze |K'| < |K].
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Jezeli K jest pokryciem grafu G natomiast M jest skojarzeniem grafu G, wtedy K zawiera
co najmniej jeden koniec kazdej z krawedzi nalezacych do M. Zatem dla kazdego skojarzenia
M i kazdego pokrycia K mamy, ze |M| < |K]|.

Lemat 5.2. Niech M bedzie skojarzeniem a K pokryciem takim, ze | M| = |K|. Wtedy M
jest najwiekszym skojarzeniem a K najmniejszym pokryciem.

Twierdzenie 5.2. (Konig, 1931) W grafie dwudzielnym — |M*| = |K*|.

Przypusémy, ze G = (X,Y) jest grafem dwudzielnym. W wielu zastosowaniach trzeba znalez¢
skojarzenie, ktére nasyca kazdy wierzchotek w X. Warunek konieczny i dostateczny istnienia
takiego skojarzenia podal w 1935 Hall. Aby go sformutowaé, dla kazdego zbioru S C V
przez zbidr jego sasiadéw, oznaczany przez N(S), bedziemy rozumieé zbiér wszystkich
wierzchotkéw przylegtych do wierzchotkéw z S.

Twierdzenie 5.3. (Hall) Niech G bedzie grafem dwudzielnym z dwupodziatem (X,Y). Graf
G zawiera skojarzenie, ktore nasyca kazdy wierzchotek w X wtedy i tylko wtedy, gdy

IN(S)| > |S| dla kazdego S C X.

Whniosek 5.3. (twierdzenie o parach malzenskich) Jezeli G jest k-reqularnym grafem dwu-
dzielnym (k > 0), to G ma skojarzenie doskonate.

Przyktad 5.2. Udowodnij, ze kazdy k-reqularny dwudzielny graf G jest 1-faktoryzowalny.

5.3. Skojarzenia doskonale.

Sktadowa spdjnosci grafu nazywana bedzie parzysta lub nieparzysta w zaleznosci od
tego czy sklada sie z parzystej, czy nieparzystej liczby wierzchotkéw. Oznaczmy przez o(G)
liczbe nieparzystych sktadowych grafu G.

Twierdzenie 5.4. (Tutte, 1947) Graf G zawiera skojarzenie doskonate wtedy i tylko wtedy,

gdy
o(G —95) <|S| dla kazdego S C V.

Przyktad 5.3. Dla kazdego k, k > 1, podaj przyktad grafu k-regularnego, ktory nie ma
skojarzenia doskonatego.

Przyktad 5.4.% Korzystajac z Przyktadu 5.2. pokaz, Ze kazdy 2k-reqularny graf jest 2-faktory-
zowalny.

Przyktad 5.5. Przedstaw Kopny1 jako sume n cykli Hamiltona.
Przyktad 5.6. Pokaz, ze Ki9n,—4 ma 5-faktoryzacje.

Przyktad 5.7. Udowodnij, ze drzewo ma skojarzenie doskonate wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego wierzchotka v mamy o(T — v) = 1.

ZADANIA IX

Zadanie 31. M6wimy, Ze rodzina zbioréw { A1, As. ..., A, } ma system réznych przedstawi-
cieli gdy istnieje zbior roznych elementéw aq, as, ..., a,, takich, ze a; € A; dlai=1,2,...,m.
Pokaz, ze na to by rodzina zbioréw { A1, As. ..., A,, } posiadala system réznych przedstawicieli
potrzeba i wystarcza, by dla kazdego I C {1,2,...,m} zachodzila nieréwnosé¢

R

el

> |1].
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Zadanie 32. Udowodnij, ze drzewo ma co najwyzej jedno skojarzenie doskonate.
Zadanie 33. Znajdz liczbe skojarzen doskonalych w K, .
Zadanie 34. Czy pelny graf dwudzielny K, ,,, ma zawsze 3-faktor?

Zadanie 35. Pokaz, ze jesli graf G zawiera parzysta liczbe wierzchotkéw v a minimalny
stopien tego grafu spelia nieréwnosé § > v/2 + 1 , to G zawiera 3-faktor.

6. ZBIORY NIEZALEZNE I KLIKI.
6.1. Zbiory niezalezne.

Podzbiér S zbioru wierzchotkéw S nazywamy zbiorem niezaleznym grafu G jezeli zadne
dwa wierzchotki z S nie sa przylegle w S.

Zbiér niezalezny jest najwiekszy w grafie G jezeli nie istnieje zbidr niezalezny S’ taki, ze
157 > |S].

Przyktad 6.1.

o 2bior niezalezny o najwiekszy zbior niezaleiny

Twierdzenie 6.1. Zbidr S C V jest zbiorem niezaleznym w G wtedy i tylko wtedy, gdy V'\ S
jest pokryciem G.

Liczba wierzcholkéw w najwiekszym zbiorze niezaleznym w G jest nazywana liczba nieza-
leznosci grafu G i jest oznaczana przez «(G); podobnie, liczbe wierzchotkéw w najmniejszym
pokryciu grafu G nazywamy liczba pokrycia i oznaczamy przez B(G).

Whiosek 6.1. a+p=v

Krawedziowym odpowiednikiem zbioru niezaleznego jest zbiér krawedzi, w ktérym zadne
dwie nie sa przylegte tzn. tworzacych skojarzenie. Krawedziowy odpowiednik pokrycia jest
nazywany pokryciem krawedziowym. Pokrycie krawedziowe grafu G jest to podzbiér L
krawedzi F grafu G taki, ze kazdy wierzcholek grafu G jest koncem pewnej krawedzi z L.
Zauwazmy, ze pokrycia krawedziowe nie zawsze istnieja — graf G ma pokrycie krawedziowe
wtedy i tylko wtedy, gdy 6 > 0. Oznaczmy przez o’ (G) liczbe krawedzi w najwiekszym
skojarzeniu w G a przez ('(G) liczbe krawedzi w najmniejszym pokryciu krawedziowym.
Liczby o' i ' nazywamy odpowiednio liczba niezaleznosci krawedziowej oraz liczba
pokrycia krawedziowego.

Twierdzenie 6.2. (Gallai, 1959). Jezeli § > 0, to

o +8 =v.

Twierdzenie 6.3. W grafie dwudzielnym G, dla ktorego 6 > 0, liczba wierzchotkow w naj-
wiekszym zbiorze niezaleznym jest rowna liczbie krawedzi w najmniejszym pokryciu krawe-
dziowym (tzn. a = ().



