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ZADANIA VII

Zadanie 25. Jeżeli jest to możliwe, to narysuj graf Eulera z parzysta↪ liczba↪ wierzcho lków
i nieparzysta↪ liczba↪ krawe↪dzi. Jeśli wydaje ci sie↪, że taki graf nie istnieje, wyt lumacz dlaczego
tak sa↪dzisz.

Zadanie 26. Niech L(G) be↪dzie grafem krawe↪dziowym prostego grafu G. Czy prawda↪ jest,
że jeśli G jest Eulera, to również L(G) jest grafem Eulera ? Odpowiedź uzasadnij.

Zadanie 27. Dla jakich n, m i ℓ graf pe lny Kn oraz dwudzielny graf pe lny Km,ℓ sa↪ grafami
Eulera?

4.2. Cykle Hamiltona.

Ścieżka zawieraja↪ca każdy wierzcho lek grafu G jest nazywana ścieżka↪ Hamiltona grafu
G, podobnie, cykl Hamiltona jest to cykl, który zawiera każdy wierzcho lek grafu G. Graf
jest hamiltonowski (Hamiltona) jeżeli zawiera cykl Hamiltona. W przeciwieństwie do
grafów eulerowskich nie istnieje prosty warunek konieczny i dostateczny aby graf by l hamilt-
onowski.

Twierdzenie 4.2. (warunek konieczny) Jeżeli graf G jest hamiltonowski, to dla każdego
niepustego podzbioru S zbioru wierzcho lków V

ω(G− S) ≤ |S|.

Przedstawimy teraz warunki wystarczaja↪ce na to by graf G by l hamiltonowski. Ponieważ graf
jest hamiltonowski jeżeli podleg ly mu graf prosty jest hamiltonowski wie↪c możemy ograniczyć
sie↪ do rozważania grafów prostych.

Twierdzenie 4.3. Niech u v be↪da↪ para↪ nieprzyleg lych wierzcho lków prostego grafu G takich,
że

dG(u) + dG(v) ≥ ν ≥ 3 .

Wtedy G jest grafem hamiltonowskim wtedy i tylko wtedy, gdy G + uv jest grafem hamil-
tonowskim.

Twierdzenie 4.4. (Ore, 1961) Jeżeli G jest grafem prostym na ν wierzcho lkach takim, że
ν ≥ 3 i dla każdej pary nieprzyleg lych wierzcho lków u oraz v zachodzi nierówność

dG(u) + dG(v) ≥ ν ,

to G jest grafem Hamiltona.

Twierdzenie 4.5. (Dirac, 1952) Jeżeli graf G jest prosty, ν ≥ 3 oraz δ ≥ ν
2 , to G jest

hamiltonowski.

Przyk lad 4.3. Pokaż, że jeżeli suma stopni każdej pary nieprzyleg lych wierzcho lków prostego
grafu G wynosi co najmniej ν − 1, to G zawiera ścieżke↪ Hamiltona.

Przyk lad 4.4*. Niech L(G) be↪dzie grafem krawe↪dziowym prostego grafu G. Czy prawda↪
jest, że jeśli G jest grafem Hamiltona, to również L(G) jest grafem Hamiltona ? Odpowiedź
uzasadnij.
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ZADANIA VIII

Zadanie 28. Pokaż, że graf dwudzielny o nieparzystej liczbie wierzcho lków nie może być
grafem Hamiltona.

Zadanie 29. Niech L(G) be↪dzie grafem krawe↪dziowym prostego grafu G. Pokaż, że jeśli G
jest eulerowski, to L(G) jest grafem Hamiltona.

Zadanie 30. Pokaż, że jeśli graf zawiera ścieżke↪ Hamiltona, to dla dowolnego niepustego
podzbioru S zbioru wierzcho lków mamy

ω(G− S) ≤ |S| + 1 .

5. SKOJARZENIA.

5.1. Skojarzenia.

Podzbiór M zbioru krawe↪dzi E nazywamy skojarzeniem grafu G jeżeli M nie zawiera pe↪tli
i żadne dwie krawe↪dzie z M nie sa↪ przyleg le. Dwa końce krawe↪dzi z M sa↪ skojarzone przez
M . Skojarzenie M nasyca wierzcho lek v (v nazywamy M -nasyconym) jeżeli pewna krawe↪dź
z M jest incydentna z v; w przeciwnym razie v jest M -nienasycony. Jeżeli każdy wierzcho lek
grafu G jest M -nasycony, to skojarzenie M nazywamy skojarzeniem doskona lym. M jest
skojarzeniem najwie↪kszym jeżeli graf G nie ma skojarzenia M ′ takiego, że |M ′| > |M |.

Niech M be↪dzie skojarzeniem w grafie G. Ścieżke↪, do której należa↪ krawe↪dzie na przemian
z M i M = E−M nazywać be↪dziemy M -przemienna↪ ścieżka↪. Jeżeli M -przemienna ścieżka
ma pocza↪tek i koniec M -nienasycony to nazywamy ja↪ ścieżka↪ M -zasilaja↪ca↪ lub M -zasilona↪.

Twierdzenie 5.1. (Berge, 1957) Skojarzenie M w grafie G jest najwie↪ksze wtedy i tylko
wtedy, gdy G nie zawiera M -zasilaja↪cej ścieżki.

k-faktorem grafu G nazywamy k-regularny rozpie↪ty podgraf grafu G. Zauważmy, że zbiór
krawe↪dzi 1-faktora grafu G jest jego skojarzeniem doskona lym. Graf G nazywamy k-fakto-
ryzowalnym jeżeli istnieja↪ krawe↪dziowo roz la↪czne k-faktory H1, H2, . . . , Hn takie, że

E(G) = E(H1) ∪ E(H2) ∪ · · · ∪ E(Hn).

Przyk lad 5.1. Pokaż, że K2n jest 1-faktoryzowalny i wskaż jego 1-faktoryzacje↪.

5.2. Skojarzenia i pokrycia w grafach dwudzielnych.

Pokryciem grafu G nazywamy podzbiór K zbioru wierzcho lków V taki, że każda krawe↪dź
w G ma co najmniej jeden koniec w K. Pokrycie K jest najmniejsze jeżeli G nie posiada
pokrycia K ′ takiego, że |K ′| < |K|.
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Jeżeli K jest pokryciem grafu G natomiast M jest skojarzeniem grafu G, wtedy K zawiera
co najmniej jeden koniec każdej z krawe↪dzi należa↪cych do M . Zatem dla każdego skojarzenia
M i każdego pokrycia K mamy, że |M | ≤ |K|.

Lemat 5.2. Niech M be↪dzie skojarzeniem a K pokryciem takim, że |M | = |K|. Wtedy M
jest najwie↪kszym skojarzeniem a K najmniejszym pokryciem.

Twierdzenie 5.2. (König, 1931) W grafie dwudzielnym |M∗| = |K∗|.

Przypuśćmy, że G = (X,Y ) jest grafem dwudzielnym. W wielu zastosowaniach trzeba znaleźć
skojarzenie, które nasyca każdy wierzcho lek w X. Warunek konieczny i dostateczny istnienia
takiego skojarzenia poda l w 1935 Hall. Aby go sformu lować, dla każdego zbioru S ⊆ V
przez zbiór jego sa↪siadów, oznaczany przez N(S), be↪dziemy rozumieć zbiór wszystkich
wierzcho lków przyleg lych do wierzcho lków z S.

Twierdzenie 5.3. (Hall) Niech G be↪dzie grafem dwudzielnym z dwupodzia lem (X,Y ). Graf
G zawiera skojarzenie, które nasyca każdy wierzcho lek w X wtedy i tylko wtedy, gdy

|N(S)| ≥ |S| dla każdego S ⊆ X.

Wniosek 5.3. (twierdzenie o parach ma lżeńskich) Jeżeli G jest k-regularnym grafem dwu-
dzielnym (k > 0), to G ma skojarzenie doskona le.

Przyk lad 5.2. Udowodnij, że każdy k-regularny dwudzielny graf G jest 1-faktoryzowalny.

5.3. Skojarzenia doskona le.

Sk ladowa spójności grafu nazywana be↪dzie parzysta↪ lub nieparzysta↪ w zależności od
tego czy sk lada sie↪ z parzystej, czy nieparzystej liczby wierzcho lków. Oznaczmy przez o(G)
liczbe↪ nieparzystych sk ladowych grafu G.

Twierdzenie 5.4. (Tutte, 1947) Graf G zawiera skojarzenie doskona le wtedy i tylko wtedy,
gdy

o(G− S) ≤ |S| dla każdego S ⊂ V .

Przyk lad 5.3. Dla każdego k, k > 1, podaj przyk lad grafu k-regularnego, który nie ma
skojarzenia doskona lego.

Przyk lad 5.4.∗ Korzystaja↪c z Przyk ladu 5.2. pokaż, że każdy 2k-regularny graf jest 2-faktory-
zowalny.

Przyk lad 5.5. Przedstaw K2n+1 jako sume↪ n cykli Hamiltona.

Przyk lad 5.6. Pokaż, że K10n−4 ma 5-faktoryzacje↪.

Przyk lad 5.7. Udowodnij, że drzewo ma skojarzenie doskona le wtedy i tylko wtedy, gdy dla
każdego wierzcho lka v mamy o(T − v) = 1.

ZADANIA IX

Zadanie 31. Mówimy, że rodzina zbiorów {A1, A2. . . . , Am} ma system różnych przedstawi-
cieli gdy istnieje zbiór różnych elementów a1, a2, . . . , am takich, że ai ∈ Ai dla i = 1, 2, . . . ,m.
Pokaż, że na to by rodzina zbiorów {A1, A2. . . . , Am} posiada la system różnych przedstawicieli
potrzeba i wystarcza, by dla każdego I ⊂ {1, 2, . . . ,m} zachodzi la nierówność∣∣∣ ∪

i∈I

Ai

∣∣∣ ≥ |I| .
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Zadanie 32. Udowodnij, że drzewo ma co najwyżej jedno skojarzenie doskona le.

Zadanie 33. Znajdź liczbe↪ skojarzeń doskona lych w K2n.

Zadanie 34. Czy pe lny graf dwudzielny Kn,m ma zawsze 3-faktor?

Zadanie 35. Pokaż, że jeśli graf G zawiera parzysta↪ liczbe↪ wierzcho lków ν a minimalny
stopień tego grafu spe lnia nierówność δ ≥ ν/2 + 1 , to G zawiera 3-faktor.

6. ZBIORY NIEZALEŻNE I KLIKI.

6.1. Zbiory niezależne.

Podzbiór S zbioru wierzcho lków S nazywamy zbiorem niezależnym grafu G jeżeli żadne
dwa wierzcho lki z S nie sa↪ przyleg le w S.

Zbiór niezależny jest najwie↪kszy w grafie G jeżeli nie istnieje zbiór niezależny S′ taki, że
|S′| > |S|.

Przyk lad 6.1.

• zbiór niezależny • najwie↪kszy zbiór niezależny

Twierdzenie 6.1. Zbiór S ⊆ V jest zbiorem niezależnym w G wtedy i tylko wtedy, gdy V \S
jest pokryciem G.

Liczba wierzcho lków w najwie↪kszym zbiorze niezależnym w G jest nazywana liczba↪ nieza-
leżności grafu G i jest oznaczana przez α(G); podobnie, liczbe↪ wierzcho lków w najmniejszym
pokryciu grafu G nazywamy liczba↪ pokrycia i oznaczamy przez β(G).

Wniosek 6.1. α + β = ν

Krawe↪dziowym odpowiednikiem zbioru niezależnego jest zbiór krawe↪dzi, w którym żadne
dwie nie sa↪ przyleg le tzn. tworza↪cych skojarzenie. Krawe↪dziowy odpowiednik pokrycia jest
nazywany pokryciem krawe↪dziowym. Pokrycie krawe↪dziowe grafu G jest to podzbiór L
krawe↪dzi E grafu G taki, że każdy wierzcho lek grafu G jest końcem pewnej krawe↪dzi z L.
Zauważmy, że pokrycia krawe↪dziowe nie zawsze istnieja↪ – graf G ma pokrycie krawe↪dziowe
wtedy i tylko wtedy, gdy δ > 0. Oznaczmy przez α′(G) liczbe↪ krawe↪dzi w najwie↪kszym
skojarzeniu w G a przez β′(G) liczbe↪ krawe↪dzi w najmniejszym pokryciu krawe↪dziowym.
Liczby α′ i β′ nazywamy odpowiednio liczba↪ niezależności krawe↪dziowej oraz liczba↪
pokrycia krawe↪dziowego.

Twierdzenie 6.2. (Gallai, 1959). Jeżeli δ > 0, to

α′ + β′ = ν .

Twierdzenie 6.3. W grafie dwudzielnym G, dla którego δ > 0, liczba wierzcho lków w naj-
wie↪kszym zbiorze niezależnym jest równa liczbie krawe↪dzi w najmniejszym pokryciu krawe↪-
dziowym (tzn. α = β′).


