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1.6. Ciagi stopni.

Przyktad 1.16. Pokaz, Ze ciqg (dyi,ds, ... ,d,) niewjemnych liczb calkowitych jest ciagiem
stopni pewnego grafu wtedy i tylko wtedy gdy Y ., d; jest parzysta. Czy powyzszy fakt jest
prawdziwy dla grafu prostego ?

Ciag nieujemnych liczb catkowitych, ktéry jest ciagiem stopni grafu prostego nazywaé bedziemy
graficznym.

Przyktad 1.17. Niech d = (dy,ds, ... ,d,) bedzie nierosngcym ciqgiem nieujemnych liczb
catkowitych, a d' = (de —1,ds —1,... ;dg,+1 — 1,dg,42,... ,dy).
(a) Pokaz, ze d jest graficzny wtedy i tylko wtedy gdy d’ jest graficzny.
(b) Na podstawie (a) opisz algorytm konstruowania grafu prostego z ciagiem stopni d jezeli
taki graf istnieje.
(c) Korzystajac z (a) i (b) zbuduj graf z ciagiem stopni (7,5,5,4,3,3,2,2,1).

Przyktad 1.18. Pokaz, Ze jezeli ciag di > dy > ... > d,, jest graficzny, to suma 'y ., d; jest

parzysta i
n

k
Y di <k(k—1)+ ) min(k,d;) dla 1<k<n.
=1 i=k+1

(Erdés i Gallai pokazali, Ze jest to réwniez warunek wystarczajacy).

Przyktad 1.19. Pokaz, ze w dowolnej grupie ludzi liczacej co najmniej dwie osoby, zawsze
znajdag sie dwie z doktadnie taka sama liczba przyjaciot w grupie.

1.7. Graf krawedziowy.

Grafem krawedziowym L(G) grafu G nazywamy graf o zbiorze wierzchotkéw E(G) taki,
ze dwa wierzcholki L(G) sa przylegle wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace im krawedzie
sa przylegte w G.

Przyktad 1.20. Pokaz, ze graf krawedziowy L(G) grafu prostego G ma e(G) wierzcholtkéw i
D vev(@) (o)) krawedzi.

1.8. Sciezki i polaczenia.

Spacerem w grafie G nazywamy niezerowy ciag W = vgejvies,... ,exvr ktorego elemen-
tami sa na przemian wierzchotki i krawedzie, taki, ze dla 1 < ¢ < k wierzchotki v;_1 1 v;
sa koncami krawedzi e;. Méwimy, ze W jest spacerem od vg do vy lub (vg, vy )-spacerem.
Wierzchotek vy nazywamy wierzchotkiem poczatkowym a vy wierzchotkiem koncowym, nato-
miast v1,... ,vg—1 to wierzcholki wewnetrzne (v, vy )-spaceru. Liczbe krawedzi k nazywamy
dlugoscia spaceru W. Podciag ciagu W zaczynajacy sie od v; i koniczacy na v; jest (vi, v;)-
segmentem spaceru W. Jezeli W jest (vg,vy)-spacerem, W* jest (vg,v;)-spacerem, to
dodajac te ciagi otrzymaé mozemy (vg,v;)-spacer WW?*. Przez W~! oznaczaé¢ bedziemy
(vk, vo)-spacer bedacy ,,odwréceniem” spaceru W.

W grafie prostym (krawedzie sa jednoznacznie wyznaczone przez swoje korice) spacer bedzie
okreslany ciagiem samych wierzchotkow przy czym kolejne dwa wierzchotki musza by¢ przy-
legte. Czesto bedziemy stosowac ciag wierzchotkéw réowniez w dowolnym grafie.

Jezeli w spacerze W krawedzie e, es, ... ,er sa rézne to W nazywaé bedziemy szlakiem.
Jezeli dodatkowo wszystkie wierzchotki W sa rézne, to W nazywaé bedziemy Sciezka. Szlak,
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dla ktérego vy = v, nazywamy domknietym szlakiem. Domkniety szlak o co najmniej
jednej krawedzi, ktérego wszystkie wierzchotki sa rézne nazywaé¢ bedziemy cyklem.

Przyktad 1.21. Podaj przyktad spaceru, szlaku, domknietego szlaku, Sciezki i cyklu dla grafu
z Przyktadu 1.1.

Dwa wierzcholki u oraz v nazywamy spéjnymi jezeli istnieje (u, v)-$ciezka w G. Zaktadajac,
ze zawsze istnieje Sciezka zerowa — (v, v)-Sciezka zlozona tylko z samego wierzchotka v, sp6j-
nos$¢ wierzcholkéw jest relacja rownowaznosci na zbiorze wierzchotkéw V. Zatem istnieje
podziat zbioru V' na niepuste podzbiory (klasy réwnowaznosci) Vi, Va, ..., V,, takie, ze dwa
wierzcholki sa spéjne wtedy i tylko wtedy, gdy naleza do tego samego podzbioru V;. Podgrafy
G[W],G[Val,...,G[V,] nazywamy skladowymi spéjnosci grafu G, w = w(G) oznacza
liczbe skladowych spéjnoscei grafu G.

Jezeli w(G) = 1, to graf G jest grafem spéjnym, w przeciwnym razie (w(G) > 1) G jest
niespojny.

Twierdzenie 1.2. Niech G bedzie grafem prostym o v wierzchotkach. Jezeli G ma w = w(G)
sktadowych spdjnosci, to liczba jego krawedzi € spetnia nastepujgce nierownosci

v—w<e< (V_OQJ+1).

Whniosek 1.2. Kazdy prosty graf na v wierzchotkach i o wiecej niz (Vgl) krawedziach jest
spojny.

Jezeli wierzchotki u i v s spéjne w G, to istnieje (u,v)-Sciezka. Dlugo$é najkrétszej (u,v)-
Sciezki nazywaé bedziemy odlegloscia pomiedzy v i v i oznaczaé przez d(u,v) = dg(u,v).
Jezeli u 1 v nie sa spdjne ((u, v)-Sciezka nie istnieje), to przyjmujemy, ze dg(u,v) = co. Latwo
sprawdzié¢, ze (V,d) jest przestrzenia metryczna.

Srednica grafu G nazywamy maksymalna odlegtos¢ pomiedzy dwoma wierzchotkami w G}
gdy G nie jest spojny mowimy, ze srednica G jest nieskonczona.

ZADANIA 11

Zadanie 7. Pokaz, ze § <2¢/v < A

Zadanie 8. Pokaz, ze dla grafu prostego G wartosci na przekatnej MM7 jak i A? sa
stopniami wierzchotkéw grafu G.

Zadanie 9. Zbadaj, ktére z wymienionych ponizej ciagéw sa ciagami stopni jakiegos
grafu prostego. Jesli ciag jest graficzny narysuj jeden z graféw o odpowiednim ciagu stopni
wierzchotkéw, jesli ciag graficzny nie jest wyjasnij dlaczego tak sadzisz.

a) (4,4,4,3,2,1,1)  b) (4,4,3,2,2,1) <) (4,4,3,2,1).

Zadanie 10.  Pokaz, ze dowolny dwupodzial (X,Y") k-regularnego grafu dwudzielnego,
gdzie k > 0, jest taki, ze | X |=| Y |.

Zadanie 11. Ile wierzcholkéw i ile krawedzi ma L(K,, . ¢) - graf krawedziowy pelnego
grafu tréjdzielnego 7
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1.9. Cykle i krawedzie ciecia.

Przypomnigmy: Domkniety szlak o co najmniej jednej krawedzi, ktérego wszystkie wierzchol-
ki sa rézne nazywamy cyklem. Cykl o dlugosci k£ nazywaé bedziemy k-cyklem; k-cykl jest
parzysty (nieparzysty), gdy k jest parzyste (nieparzyste). 3-cykl nazywamy czesto tréjkatem.

Twierdzenie 1.3. Graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera Zadnego cyklu
nieparzystego.
Krawedzia ciecia grafu G nazywamy krawedz e taka, ze w(G —e) > w(G).
Przyktad 1.22 Wskaz krawedzie ciecia w grafie z Przyktadu 1.1.
Twierdzenie 1.4. e jest krawedziq ciecia grafu G wtedy i tylko wtedy, gdy e nie jest zawarta
w zadnym cyklu grafu G.
Przyktad 1.23. Z Whniosku 1.2. wiemy, zZe jezeli G jest grafem prostym i & > (”;1), to G
jest spojny. Dla v > 1 znajdZ niespojny, prosty graf, dla ktorego € = (”;1).
Przyktad 1.24.
(a) Pokaz, ze jezeli G jest prosty i §(G) > |v/2| — 1, to G jest spdjny.
(b) Dla parzystego v znajdz niespdjny graf (v/2 — 1)-regularny.

Przyktad 1.25. Pokaz, ze jezeli G jest grafem prostym o $rednicy dwa i A(G) = v — 2, to
e(G) >2v—4.

Przyktad 1.26. Pokaz, zZe jezeli G jest grafem prostym o minimalnym stopniu §(G) > 2, to
G zawiera cykl dlugosci co najmniej 6(G) + 1.

ZADANIA III
Zadanie 12. Pokaz, ze G jest spéjny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego rozbicia V na
ViiVe (V; #£0,1=1,2) istnieje krawedZ z jednym koricem w V; i drugim w V5.

Zadanie 13. Pokaz, ze jesli G jest niespdjny, to G jest spéjny. Czy twierdzenie odwrotne
jest prawdziwe?

Zadanie 14. Pokaz, ze jezeli GG jest spdjny i kazdy stopien w G jest parzysty, to dla kazdego
wierzcholka v € V(G) mamy w(G — v) < 3da(v).

2. DRZEWA.
2.1. Drzewa.

Graf acykliczny (nie zawierajacy zadnego cyklu) nazywamy lasem. Drzewo jest to spéjny
las. Rozpietym drzewem grafu G nazywamy rozpiety podgraf grafu G bedacy drzewem.

Twierdzenie 2.1. Graf spojny jest drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy kazda jego krawedz jest
krawedziq ciecia.

Whniosek 2.1.1. KaZdy spdojny graf zawiera rozpiete drzewo.

Twierdzenie 2.2. Jezeli G jest drzewem, to ¢ = v — 1.

Przyktad 2.1. Pokaz, ze G jest lasem wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¢ = v — w.
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Whiosek 2.2.1. Jezeli G jest spojny, to € > v — 1.

Whniosek 2.2.2. KaZde nietrywialne drzewo ma co najmniej dwa wierzcholki wiszqce (tzn.
wierzchotki stopnia jeden).

Przyktad 2.2. Pokaz, ze jezeli G jest lasem o doktadnie 2k wierzcholkach stopnia nieparzys-

tego, to istnieje k krawedziowo roztacznych sciezek Py, Ps, ..., Py takich, Ze
k
E@G) =] E(PR)
i=1

Przyktad 2.3. Narysuj wszystkie nieizomorficzne drzewa na 8 wierzchotkach, dla ktorych
maksymalny stopien jest rowny 4.

Przyktad 2.4. Pokaz, Ze ciag liczb naturalnych dy,ds,...,d, jest ciagiem stopni pewnego
drzewa wtedy i tylko wtedy, gdy

v

ddi=2(w-1).

=1

Twierdzenie 2.3. Niech T bedzie rozpietym drzewem spdojnego grafu G i niech e bedzie
krawedzia G nie nalezqcq do T. Wtedy T + e zawiera doktadnie jeden cykl.

ZADANIA 1V

Zadanie 15. Narysuj wszystkie nieizomorficzne drzewa na 7 wierzchotkach.

Zadanie 16.
(a) Pokaz, ze jesli G jest drzewem i A(G) > k, to G ma co najmniej k wierzchotkéw stopnia
jeden.
(b) Uzasadnij, ze powyzsze oszacowanie jest najlepsze z mozliwych podajac, dla kazdego
k > 2 przyklad drzewa T' o k wierzcholkach stopnia jeden takiego, ze A(T) = k.

Zadanie 17. Pokaz, ze kazdy prosty graf G zawiera co najmniej € — v + w réznych cykli.

Zadanie 18.* Niech T bedzie ustalonym drzewem na k + 1 wierzchotkach. Pokaz, ze jezeli
graf G jest prosty i §(G) > k, to w G istnieje podgraf izomorficzny z T



