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1.6. Cia↪gi stopni.

Przyk lad 1.16. Pokaż, że cia↪g (d1, d2, . . . , dn) nieujemnych liczb ca lkowitych jest cia↪giem
stopni pewnego grafu wtedy i tylko wtedy gdy

∑n
i=1 di jest parzysta. Czy powyższy fakt jest

prawdziwy dla grafu prostego ?

Cia↪g nieujemnych liczb ca lkowitych, który jest cia↪giem stopni grafu prostego nazywać be↪dziemy
graficznym.

Przyk lad 1.17. Niech d = (d1, d2, . . . , dn) be↪dzie nierosna↪cym cia↪giem nieujemnych liczb
ca lkowitych, a d′ = (d2 − 1, d3 − 1, . . . , dd1+1 − 1, dd1+2, . . . , dn).

(a) Pokaż, że d jest graficzny wtedy i tylko wtedy gdy d′ jest graficzny.

(b) Na podstawie (a) opisz algorytm konstruowania grafu prostego z cia↪giem stopni d jeżeli
taki graf istnieje.

(c) Korzystaja↪c z (a) i (b) zbuduj graf z cia↪giem stopni (7,5,5,4,3,3,2,2,1).

Przyk lad 1.18. Pokaż, że jeżeli cia↪g d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ dn jest graficzny, to suma
∑n
i=1 di jest

parzysta i
k∑
i=1

di ≤ k(k − 1) +
n∑

i=k+1

min(k, di) dla 1 ≤ k ≤ n.

(Erdős i Gallai pokazali, że jest to również warunek wystarczaja↪cy).

Przyk lad 1.19. Pokaż, że w dowolnej grupie ludzi licza↪cej co najmniej dwie osoby, zawsze
znajda↪ sie↪ dwie z dok ladnie taka↪ sama↪ liczba↪ przyjació l w grupie.

1.7. Graf krawe↪dziowy.

Grafem krawe↪dziowym L(G) grafu G nazywamy graf o zbiorze wierzcho lków E(G) taki,
że dwa wierzcho lki L(G) sa↪ przyleg le wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadaja↪ce im krawe↪dzie
sa↪ przyleg le w G.

Przyk lad 1.20. Pokaż, że graf krawe↪dziowy L(G) grafu prostego G ma ε(G) wierzcho lków i∑
v∈V (G)

(
dG(v)

2

)
krawe↪dzi.

1.8. Ścieżki i po la↪czenia.

Spacerem w grafie G nazywamy niezerowy cia↪g W = v0e1v1e2, . . . , ekvk którego elemen-
tami sa↪ na przemian wierzcho lki i krawe↪dzie, taki, że dla 1 ≤ i ≤ k wierzcho lki vi−1 i vi
sa↪ końcami krawe↪dzi ei. Mówimy, że W jest spacerem od v0 do vk lub (v0, vk)-spacerem.
Wierzcho lek v0 nazywamy wierzcho lkiem pocza↪tkowym a vk wierzcho lkiem końcowym, nato-
miast v1, . . . , vk−1 to wierzcho lki wewne↪trzne (v0, vk)-spaceru. Liczbe↪ krawe↪dzi k nazywamy
d lugościa↪ spaceru W . Podcia↪g cia↪gu W zaczynaja↪cy sie↪ od vi i kończa↪cy na vj jest (vi, vj)-
segmentem spaceru W . Jeżeli W jest (v0, vk)-spacerem, W ∗ jest (vk, vl)-spacerem, to
dodaja↪c te cia↪gi otrzymać możemy (v0, vl)-spacer WW ∗. Przez W−1 oznaczać be↪dziemy
(vk, v0)-spacer be↪da↪cy ,,odwróceniem” spaceru W .
W grafie prostym (krawe↪dzie sa↪ jednoznacznie wyznaczone przez swoje końce) spacer be↪dzie
określany cia↪giem samych wierzcho lków przy czym kolejne dwa wierzcho lki musza↪ być przy-
leg le. Cze↪sto be↪dziemy stosować cia↪g wierzcho lków również w dowolnym grafie.
Jeżeli w spacerze W krawe↪dzie e1, e2, . . . , ek sa↪ różne to W nazywać be↪dziemy szlakiem.
Jeżeli dodatkowo wszystkie wierzcho lki W sa↪ różne, to W nazywać be↪dziemy ścieżka↪. Szlak,
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dla którego v0 = vk, nazywamy domknie↪tym szlakiem. Domknie↪ty szlak o co najmniej
jednej krawe↪dzi, którego wszystkie wierzcho lki sa↪ różne nazywać be↪dziemy cyklem.

Przyk lad 1.21. Podaj przyk lad spaceru, szlaku, domknie↪tego szlaku, ścieżki i cyklu dla grafu
z Przyk ladu 1.1.

Dwa wierzcho lki u oraz v nazywamy spójnymi jeżeli istnieje (u, v)-́scieżka w G. Zak ladaja↪c,
że zawsze istnieje ścieżka zerowa – (v, v)-́scieżka z lożona tylko z samego wierzcho lka v, spój-
ność wierzcho lków jest relacja↪ równoważności na zbiorze wierzcho lków V . Zatem istnieje
podzia l zbioru V na niepuste podzbiory (klasy równoważności) V1, V2, . . . , Vω takie, że dwa
wierzcho lki sa↪ spójne wtedy i tylko wtedy, gdy należa↪ do tego samego podzbioru Vi. Podgrafy
G[V1], G[V2], . . . , G[Vω] nazywamy sk ladowymi spójności grafu G, ω = ω(G) oznacza
liczbe↪ sk ladowych spójności grafu G.
Jeżeli ω(G) = 1, to graf G jest grafem spójnym, w przeciwnym razie (ω(G) > 1) G jest
niespójny.

Twierdzenie 1.2. Niech G be↪dzie grafem prostym o ν wierzcho lkach. Jeżeli G ma ω = ω(G)
sk ladowych spójności, to liczba jego krawe↪dzi ε spe lnia naste↪puja↪ce nierówności

ν − ω ≤ ε ≤
(
ν − ω + 1

2

)
.

Wniosek 1.2. Każdy prosty graf na ν wierzcho lkach i o wie↪cej niż
(
ν−1
2

)
krawe↪dziach jest

spójny.

Jeżeli wierzcho lki u i v sa↪ spójne w G, to istnieje (u, v)-́scieżka. D lugość najkrótszej (u, v)-
ścieżki nazywać be↪dziemy odleg lościa↪ pomie↪dzy u i v i oznaczać przez d(u, v) = dG(u, v).
Jeżeli u i v nie sa↪ spójne ((u, v)-́scieżka nie istnieje), to przyjmujemy, że dG(u, v) =∞.  Latwo
sprawdzić, że (V, d) jest przestrzenia↪ metryczna↪.
Średnica↪ grafu G nazywamy maksymalna↪ odleg lość pomie↪dzy dwoma wierzcho lkami w G;
gdy G nie jest spójny mówimy, że średnica G jest nieskończona.

ZADANIA II

Zadanie 7. Pokaż, że δ ≤ 2ε/ν ≤ ∆

Zadanie 8. Pokaż, że dla grafu prostego G wartości na przeka↪tnej MMT jak i A2 sa↪
stopniami wierzcho lków grafu G.

Zadanie 9. Zbadaj, które z wymienionych poniżej cia↪gów sa↪ cia↪gami stopni jakiegoś
grafu prostego. Jeśli cia↪g jest graficzny narysuj jeden z grafów o odpowiednim cia↪gu stopni
wierzcho lków, jeśli cia↪g graficzny nie jest wyjaśnij dlaczego tak sa↪dzisz.

a) (4, 4, 4, 3, 2, 1, 1) b) (4, 4, 3, 2, 2, 1) c) (4, 4, 3, 2, 1).

Zadanie 10. Pokaż, że dowolny dwupodzia l (X,Y ) k-regularnego grafu dwudzielnego,
gdzie k > 0, jest taki, że | X |=| Y |.

Zadanie 11. Ile wierzcho lków i ile krawe↪dzi ma L(Kn,m,`) - graf krawe↪dziowy pe lnego
grafu trójdzielnego ?
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1.9. Cykle i krawe↪dzie cie↪cia.

Przypomnijmy: Domknie↪ty szlak o co najmniej jednej krawe↪dzi, którego wszystkie wierzcho l-
ki sa↪ różne nazywamy cyklem. Cykl o d lugości k nazywać be↪dziemy k-cyklem; k-cykl jest
parzysty (nieparzysty), gdy k jest parzyste (nieparzyste). 3-cykl nazywamy cze↪sto trójka↪tem.

Twierdzenie 1.3. Graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera żadnego cyklu
nieparzystego.

Krawe↪dzia↪ cie↪cia grafu G nazywamy krawe↪dź e taka↪, że ω(G− e) > ω(G).

Przyk lad 1.22 Wskaż krawe↪dzie cie↪cia w grafie z Przyk ladu 1.1.

Twierdzenie 1.4. e jest krawe↪dzia↪ cie↪cia grafu G wtedy i tylko wtedy, gdy e nie jest zawarta
w żadnym cyklu grafu G.

Przyk lad 1.23. Z Wniosku 1.2. wiemy, że jeżeli G jest grafem prostym i ε >
(
ν−1
2

)
, to G

jest spójny. Dla ν > 1 znajdź niespójny, prosty graf, dla którego ε =
(
ν−1
2

)
.

Przyk lad 1.24.

(a) Pokaż, że jeżeli G jest prosty i δ(G) > bν/2c − 1, to G jest spójny.

(b) Dla parzystego ν znajdź niespójny graf (ν/2− 1)-regularny.

Przyk lad 1.25. Pokaż, że jeżeli G jest grafem prostym o średnicy dwa i ∆(G) = ν − 2, to
ε(G) ≥ 2ν − 4.

Przyk lad 1.26. Pokaż, że jeżeli G jest grafem prostym o minimalnym stopniu δ(G) ≥ 2, to
G zawiera cykl d lugości co najmniej δ(G) + 1.

ZADANIA III

Zadanie 12. Pokaż, że G jest spójny wtedy i tylko wtedy, gdy dla każdego rozbicia V na
V1 i V2 (Vi 6= ∅, i = 1, 2) istnieje krawe↪dź z jednym końcem w V1 i drugim w V2.

Zadanie 13. Pokaż, że jeśli G jest niespójny, to Gc jest spójny. Czy twierdzenie odwrotne
jest prawdziwe?

Zadanie 14. Pokaż, że jeżeli G jest spójny i każdy stopień w G jest parzysty, to dla każdego
wierzcho lka v ∈ V (G) mamy ω(G− v) ≤ 1

2dG(v).

2. DRZEWA.

2.1. Drzewa.

Graf acykliczny (nie zawieraja↪cy żadnego cyklu) nazywamy lasem. Drzewo jest to spójny
las. Rozpie↪tym drzewem grafu G nazywamy rozpie↪ty podgraf grafu G be↪da↪cy drzewem.

Twierdzenie 2.1. Graf spójny jest drzewem wtedy i tylko wtedy, gdy każda jego krawe↪dź jest
krawe↪dzia↪ cie↪cia.

Wniosek 2.1.1. Każdy spójny graf zawiera rozpie↪te drzewo.

Twierdzenie 2.2. Jeżeli G jest drzewem, to ε = ν − 1.

Przyk lad 2.1. Pokaż, że G jest lasem wtedy i tylko wtedy, gdy ε = ν − ω.
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Wniosek 2.2.1. Jeżeli G jest spójny, to ε ≥ ν − 1.

Wniosek 2.2.2. Każde nietrywialne drzewo ma co najmniej dwa wierzcho lki wisza↪ce (tzn.
wierzcho lki stopnia jeden).

Przyk lad 2.2. Pokaż, że jeżeli G jest lasem o dok ladnie 2k wierzcho lkach stopnia nieparzys-
tego, to istnieje k krawe↪dziowo roz la↪cznych ścieżek P1, P2, . . . , Pk takich, że

E(G) =
k⋃
i=1

E(Pi) .

Przyk lad 2.3. Narysuj wszystkie nieizomorficzne drzewa na 8 wierzcho lkach, dla których
maksymalny stopień jest równy 4.

Przyk lad 2.4. Pokaż, że cia↪g liczb naturalnych d1, d2, . . . , dν jest cia↪giem stopni pewnego
drzewa wtedy i tylko wtedy, gdy

ν∑
i=1

di = 2(ν − 1) .

Twierdzenie 2.3. Niech T be↪dzie rozpie↪tym drzewem spójnego grafu G i niech e be↪dzie
krawe↪dzia↪ G nie należa↪ca↪ do T . Wtedy T + e zawiera dok ladnie jeden cykl.

ZADANIA IV

Zadanie 15. Narysuj wszystkie nieizomorficzne drzewa na 7 wierzcho lkach.

Zadanie 16.
(a) Pokaż, że jeśli G jest drzewem i ∆(G) ≥ k, to G ma co najmniej k wierzcho lków stopnia

jeden.
(b) Uzasadnij, że powyższe oszacowanie jest najlepsze z możliwych podaja↪c, dla każdego

k ≥ 2 przyk lad drzewa T o k wierzcho lkach stopnia jeden takiego, że ∆(T ) = k.

Zadanie 17. Pokaż, że każdy prosty graf G zawiera co najmniej ε− ν + ω różnych cykli.

Zadanie 18.* Niech T be↪dzie ustalonym drzewem na k + 1 wierzcho lkach. Pokaż, że jeżeli
graf G jest prosty i δ(G) ≥ k, to w G istnieje podgraf izomorficzny z T .


