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1. GRAFY – PODSTAWOWE POJE↪CIA.

1.1. Grafy, grafy proste.

Grafem prostym G nazywamy pare↪ G = (V (G), E(G)), gdzie V (G) jest niepustym
zbiorem wierzcho lków, a E(G) pewnym zbiorem par tych wierzcho lków, nazywanym zbiorem
krawe↪dzi. W czasie kursu czasami (raczej rzadko) be↪dziemy mieli do czynienia z grafami,
które nie sa↪ proste. Grafem (grafem nieskierowanym) G nazywamy uporza↪dkowana↪ trójke↪
G = (V (G), E(G), ψG) sk ladaja↪ca↪ sie↪ z niepustego zbioru wierzcho lków V = V (G), ze zbioru
krawe↪dzi E = E(G) (roz la↪cznego z V ) oraz z funkcji incydencji ψG, która przypisuje
każdej krawe↪dzi z E nieuporza↪dkowana↪ pare↪ wierzcho lków, niekoniecznie różnych, z V .

Jeżeli e jest krawe↪dzia↪, natomiast u i v sa↪ wierzcho lkami takimi, że ψG(e) = uv, to mówimy,
że wierzcho lki u i v sa↪ końcami krawe↪dzi e. Mówimy, że końce krawe↪dzi sa↪ z nia↪ incydentne
(zwia↪zane) i na odwrót. Wierzcho lki, które sa↪ incydentne z ta↪ sama↪ krawe↪dzia↪ nazywamy
przyleg lymi. Również o dwóch krawe↪dziach incydentnych z tym samym wierzcho lkiem
mówimy, że sa↪ przyleg le. Krawe↪dź e o identycznych końcach (ψG(e) = vv) nazywamy
pe↪tla↪. Zatem, nieco upraszczaja↪c, graf jest grafem prostym jeżeli nie ma pe↪tli oraz krawe↪dzi
wielokrotnych – krawe↪dzi  la↪cza↪cych te↪ sama↪ pare↪ wierzcho lków.

Przyk lad 1.1.

G = (V,E, ψ), V = {v1, v2, . . . , v8}, E = {e1, e2, . . . , e10}

ψ(e1) = v1v2 ψ(e2) = v2v3 ψ(e3) = v2v3 ψ(e4) = v2v4 ψ(e5) = v1v3

ψ(e6) = v1v3 ψ(e7) = v7v8 ψ(e8) = v3v4 ψ(e9) = v4v5 ψ(e10) = v6v6

Graf sk ladaja↪cy sie↪ z jednego wierzcho lka nazywać be↪dziemy grafem trywialnym. W naszych
rozważaniach ograniczymy sie↪ tylko do grafów skończonych tzn. takich, dla których oba
zbiory, wierzcho lków i krawe↪dzi, sa↪ skończone.

Symbole: ν = ν(G) – liczba wierzcho lków G, ε = ε(G) – liczba krawe↪dzi G.

1.2. Izomorfizm grafów.

Dwa grafy proste G i H sa↪ identyczne (G = H) jeżeli V (G) = V (H) i E(G) = E(H).

Dwa grafy proste G i H nazywamy izomorficznymi (G ∼= H) jeżeli istnieje bijekcja

θ : V (G)→ V (H)

taka, że

{u, v} ∈ E(G) wtedy i tylko wtedy, gdy {θ(u), θ(v)} ∈ E(H).
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Jeżeli G ∼= H, to G i H można przedstawić za pomoca↪ tego samego rysunku – grafu nieozna-
czonego. Graf ten możemy traktować jako klase↪ abstrakcji relacji równoważności jaka↪ jest
izomorfizm w zbiorze wszystkich grafów.

Automorfizmem grafu nazywamy izomorfizm grafu na siebie.

Przyk lad 1.2. Przyk lady grafów izomorficznych i nieizomorficznych.

Zdefiniujemy teraz pewne specjalne typy grafów:

Graf prosty, w którym każda para wierzcho lków jest po la↪czona krawe↪dzia↪ nazywamy grafem
pe lnym. Z dok ladnościa↪ do izomorfizmu istnieje dok ladnie jeden graf pe lny na n wierzcho l-
kach – Kn.

Przyk lad 1.3. Ile krawe↪dzi ma graf pe lny na n wierzcho lkach – Kn?

Grafem pustym nazywać be↪dziemy graf, który nie posiada krawe↪dzi (E(G) = ∅).
k-kostka↪ nazywamy graf, którego wierzcho lki odpowiadaja↪ k-elementowym cia↪gom zero-
jedynkowym przy czym dwa wierzcho lki sa↪ przyleg le wtedy gdy odpowiadaja↪ce im cia↪gi różnia↪
sie↪ dok ladnie na jednym miejscu.

Przyk lad 1.4. Jak wygla↪da 1-kostka, 2-kostka, 3-kostka ?

Grafem dwudzielnym nazywamy graf, którego zbiór wierzcho lków może być podzielo-
ny na dwa niepuste podzbiory X i Y , takie, że każda krawe↪dź ma jeden koniec w X, drugi
w Y . Podzia l (X,Y ) nazywać be↪dziemy dwupodzia lem zbioru wierzcho lków (Inaczej: żadne
dwa wierzcho lki należa↪ce do tego samego zbioru dwupodzia lu nie sa↪ po la↪czone krawe↪dzia↪
w grafie dwudzielnym. Wprowadzaja↪c k-podzia l zbioru wierzcho lków w analogiczny sposób
definiujemy graf k-dzielny).

Pe lny graf dwudzielny jest grafem prostym dwudzielnym z dwupodzia lem (X,Y ), w którym
każdy wierzcho lek z X po la↪czony jest z każdym wierzcho lkiem Y . Jeżeli |X| = m, |Y | = n,
to taki graf oznaczać be↪dziemy Km,n.

Przyk lad 1.5. Ile wierzcho lków i ile krawe↪dzi ma graf pe lny dwudzielny Km,n ?

Przyk lad 1.6. Pokaż, że k-kostka jest grafem dwudzielnym.

Dope lnieniem Gc prostego grafu G (do grafu pe lnego) nazywamy graf prosty o zbiorze
wierzcho lków V (G) przy czym dwa wierzcho lki sa↪ przyleg le w Gc wtedy i tylko wtedy, gdy
nie sa↪ one przyleg le w G.

Przyk lad 1.7. Co możesz powiedzieć o grafach Kc
n, Kc

n,m?

Prosty graf jest samodope lniaja↪cy sie↪ jeżeli G ∼= Gc

Przyk lad 1.8. Pokaż, że jeżeli graf G jest samodope lniaja↪cy, to ν ≡ 0, 1 (mod 4).

1.3. Macierze incydencji i przyleg lości.

Jeżeli przez v1, v2, . . . , vν oznaczymy wierzcho lki a przez e1, e2, . . . , eε krawe↪dzie grafu G, to
macierz M(G) = [mij ], 1 ≤ i ≤ ν, 1 ≤ j ≤ ε gdzie liczba mij = 0, 1, lub 2 oznacza ile razy vi
oraz ej sa↪ incydentne (2 wyste↪puje w przypadku pe↪tli), jest macierza↪ incydencji grafu G.

Inna↪ macierza↪ zwia↪zana↪ z grafem G jest macierz przyleg lości – jest to ν × ν macierz
A(G) = [aij ], gdzie aij , i 6= j, jest liczba↪ krawe↪dzi  la↪cza↪cych wierzcho lki vi i vj a aii jest
podwojona↪ liczba↪ pe↪tli w wierzcho lku vi. Obie macierze w przypadku grafu prostego sa↪
oczywíscie macierzami binarnymi.
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Przyk lad 1.9. Dla grafu z Przyk ladu 1.1. mamy naste↪puja↪ca↪ macierz incydencji M(G) oraz
macierz przyleg lości A(G):

v1
v2
v3
v4
v5
v6
v7
v8

e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8 e9 e10

1 0 0 0 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 1 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0



v1
v2
v3
v4
v5
v6
v7
v8

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8

0 1 2 0 0 0 0 0
1 0 2 1 0 0 0 0
2 2 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0


Obie macierze sa↪ bardzo wygodna↪ (i ważna↪!) reprezentacja↪ komputerowa↪ grafu G.

1.4. Podgrafy.

Graf H jest podgrafem grafu G (H ⊆ G ), jeżeli V (H) ⊆ V (G), E(H) ⊆ E(G) oraz ψH jest
obcie↪ciem ψG do E(H). Jeżeli H ⊆ G, ale H 6= G, to H nazywamy podgrafem w laściwym
grafu G (H ⊂ G). Jeżeli H jest podgrafem G, to G jest nadgrafem grafu H.
Rozpie↪ty podgraf (graf cze↪́sciowy) grafu G jest podgrafem H, dla którego V (H) = V (G).
Jeżeli z grafu G usuniemy wszystkie pe↪tle i dla każdej pary przyleg lych wierzcho lków pozo-
stawimy dok ladnie jedna↪ krawe↪dź, to otrzymany w ten sposób rozpie↪ty podgraf nazywamy
podleg lym grafem prostym grafu G.

Przyk lad 1.10. Narysuj podleg ly graf prosty grafu z Przyk ladu 1.1.

Przypuśćmy, że V ∗ jest niepustym podzbiorem V . Podgraf grafuG, którego zbiorem wierzcho l-
ków jest V ∗, oraz którego zbiór krawe↪dzi sk lada sie↪ ze wszystkich krawe↪dzi grafu G o obu
końcach w V ∗ nazywamy podgrafem indukowanym przez V ∗ i oznaczamy przez G[V ∗].
Podgraf G[V − V ∗] indukowany przez V − V ∗ oznaczać be↪dziemy także przez G − V ∗ dla
podkreślenia, że uzyskuje sie↪ go z grafuG poprzez usunie↪cie wierzcho lków V ∗ (oczywíscie wraz
ze wszystkimi incydentnymi do nich krawe↪dziami). Jeżeli V ∗ = {v}, to piszemy w skrócie
G− v.
Za lóżmy teraz, że ∅ 6= E∗ ⊂ E. Podgraf grafu G, którego zbiór wierzcho lków stanowia↪ końce
krawe↪dzi z E∗ a zbiorem krawe↪dzi jest E∗ nazywamy podgrafem indukowanym krawe↪-
dziowo przez E∗ i oznaczamy przez G[E∗]. Rozpie↪ty podgraf grafu G o zbiorze krawe↪dzi
E − E∗ (czyli podgraf grafu G otrzymany poprzez wyrzucenie krawe↪dzi z E∗) zapisywać
be↪dziemy G− E∗ (Podobnie jak w przypadku wierzcho lków dla E∗ = {e} używać be↪dziemy
zapisu G− e). Zauważyć tutaj należy, że podgrafy indukowane G[E−E∗] oraz G−E∗ moga↪
sie↪ różnić – zbiory wierzcho lków nie musza↪ być takie same.
Możemy również dodawać krawe↪dzie do danego grafu tzn. rozpatrywać G+E′ (G+ e), przy
za lożeniu, że końce krawe↪dzi z E′ należa↪ do V oraz E′ ∩ E = ∅.
Przyk lad 1.11. Narysuj podane niżej podgrafy grafu z Przyk ladu 1.1.

(1) G[V \ {v2, v5, v8}] = G− {v2, v5, v8} = G[{v1, v3, v4, v6, v7}]
(2) G− v3
(3) G− {e2, e3, e5, e6, e9, e10}
(4) G[E − {e2, e3, e5, e6, e9, e10}] = G[{e1, e4, e7, e8}

Przyk lad 1.12. Wyjaśnij jak M(G − E′), M(G[E − E′]), M(G − V ′) moga↪ być otrzymane
z macierzy incydencji M(G) i jak A(G − V ′) z macierzy przyleg lości A(G) (E′ ⊂ E oraz
V ′ ⊂ V ).
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Przyk lad 1.13.

(a) Pokaż, że jeżeli graf G jest grafem prostym, to ε(G) ≤
(
ν(G)
2

)
. Dla jakiego grafu mamy

równość w powyższej nierówności?

(b) Ile można utworzyć grafów prostych na zbiorze wierzcho lków {1, . . . , n}, które maja↪
dok ladnie m krawe↪dzi?

(c) Ile jest wszystkich grafów prostych na zbiorze wierzcho lków {1, . . . , n}?

Niech G1 i G2 be↪da↪ podgrafami grafu G. Mówimy, że G1 i G2 sa↪ roz la↪czne (wierzcho lko-
wo roz la↪czne) jeżeli nie maja↪ wspólnych wierzcho lków, natomiast krawe↪dziowe roz la↪czne
jeżeli nie maja↪ wspólnych krawe↪dzi. Suma↪ G1 ∪G2 podgrafów grafu G nazywamy podgraf
grafu G o zbiorze wierzcho lków V (G1)∪ V (G2) i zbiorze krawe↪dzi E(G1)∪E(G2). Jeżeli G1

i G2 sa↪ roz la↪czne to pisać be↪dziemy G1+G2. Przekrojem G1∩G2 nazywamy podgraf grafu
G o zbiorze wierzcho lków V (G1 ∩ G2) = V (G1) ∩ V (G2) i zbiorze krawe↪dzi E(G1 ∩ G2) =
E(G1) ∩ E(G2) przy czym zak ladamy, że G1 i G2 nie sa↪ roz la↪czne tzn. V (G1 ∩ G2) jest
niepusty.

1.5. Stopnie wierzcho lków.

Stopniem d(v) = dG(v) wierzcho lka v w grafie G nazywamy liczbe↪ krawe↪dzi grafu G
incydentnych z v, przy czym każda↪ pe↪tle↪ liczymy podwójnie. Przez δ(G) oraz ∆(G) rozumieć
be↪dziemy odpowiednio minimalny i maksymalny stopień wierzcho lków grafu G.

Twierdzenie 1.1.
∑
v∈V d(v) = 2ε.

Wniosek 1.1. W dowolnym grafie, liczba wierzcho lków stopnia nieparzystego jest parzysta.

Graf G nazywamy k-regularnym jeżeli dla każdego wierzcho lka v ∈ V, d(v) = k. Graf jest
regularny, gdy jest k-regularny dla pewnego k. Na przyk lad grafy Kn,Kn,n sa↪ regularne
(odpowiednio (n− 1)- i n-regularne).

Przyk lad 1.14. Udowodnij, że izomorfizm zachowuje stopień wierzcho lka.

Przyk lad 1.15. Narysuj wszystkie nieizomorficzne grafy proste o 5 wierzcho lkach i 5 krawe↪-
dziach.

ZADANIA I

Zadanie 1. Podaj przyk lad grafów prostych G i H o takiej samej liczbie wierzcho lków
i takiej samej liczbie krawe↪dzi, które nie sa↪ izomorficzne.

Zadanie 2. Narysuj wszystkie nieizomorficzne grafy proste na 4 wierzcho lkach.

Zadanie 3. Ile wierzcho lków i ile krawe↪dzi ma graf pe lny trójdzielny K`,n,m ?

Zadanie 4. Pokaż, że jeżeli G jest grafem prostym i dwudzielnym, to ε ≤ ν2/4.

Zadanie 5. Ile wierzcho lków i ile krawe↪dzi ma k-kostka ?

Zadanie 6. Niech G be↪dzie grafem dwudzielnym. Pokazać, że po ewentualnym przenume-
rowaniu wierzcho lków

A =

[
0 A12

A21 0

]
, A12 = AT21,

gdzie A jest macierza↪ przyleg lości grafu G.


